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' PRO LOGO 

Este texto es una introducci6n a la hidnilica del 
flujo de aguas subternineas. Con excepci6n de pocas 
discusiones en formatos de texto corriente, el 
material es presentado en una forma programada. 
De esta manera, una secci6n breve comprendiendo 1 
6 2 conceptos es seguida de una pregunta rela­
cionada con los mismos. Si se elige la respuesta co­
rrecta, ellector pasa a la siguiente secci6n, en la cual 
la teoria es desarrollada o mejor explicada. Si se elije 
una respuesta errada, se le dirije, entonces al lector 
pasar a la secci6n donde el material anterior es 
repasado y se analizan las razones de por que la 
respuesta es errada. Posteriormente, el lector es 
nuevamente dirigido a la secci6n inicial para elegir 
otra respuesta. Este metoda permite al estudiante 
parcialmente familiar con la materia, o bastante co­
nocedor del tema, continuar inmediatemente con las 
siquientes secciones, mientras que aquellos que re­
quieren mas detalles pueden detenerse en las sec­
ciones que analizan las respuestas erradas. 

En la preparaci6n de cualquier texto, es dificil 
escoger el material a presentar. Debido a que este 
texto es una introducci6n a la materia, la discusi6n se 
restringe en su mayor parte al flujo de fluidos 
homogeneos, a traves de un media poroso 
homogeneo e isotr6pico-es decir, a un media cuyas 
propiedades no cambian en funci6n de Iugar o direc­
ci6n. Se insiste principalmente en la teoria mas que 
en la aplicaci6n. Principios basicos de hidraulica de 
aguas subterraneas se delinean, se demuestra su 
utilizaci6n en el desarrollo de ecuaciones de flujo, se 
consideran soluciones formales representativas y se 
describen metodos de soluciones aproximadas. En 
ciertos puntas, derivaciones matematicas rigurosas 
son utilizadas, por lo demas el desarrollo depende de 
razonamientos fisicos y argumentos de 
verosimilitud. 

Este texto presume que ellector tiene conocimien­
tos en calculo y fisica a nivel secundario. Los lectores 
familiarizados con ecuaciones diferenciales encon­
traran este material mas facil de entender que 
aquellos que no lo estan, ademas, lectores con co­
nocimientos en teoria vectorial notaran que el 

material podria haber sido presentado con gran 
reducci6n utilizando notaci6n vectorial. 

El material es presentado en 8 partes. La Parte I 
proporciona definiciones y conceptos hidrol6gicos 
fundamentales, tales como porosidad, caudal 
especifico, carga y presion. La Parte II trata de la 
Ley de Darcy para flujo unidireccional; un formato 
tipo texto al final de la Parte II trata de algunas 
generalizaciones de la Ley de Darcy. En la Parte III, 
se aplica la Ley de Darcy a algunos problemas sen­
cillos de campo. El concepto de almacenamiento de 
aguas subterraneas es explicado en la Parte IV. Una 
discusi6n en formato tipo texto introduce, en la 
Parte V, derivados parciales y su uso en las ecua­
ciones de aguas subterraneas; la ecuaci6n diferencial 
parcial basica para flujo unidireccional y de no­
equilibria se desarrolla en el material presentado en 
formato programado en la Parte V. La Parte VI 
trata de derivaciones de las ecuaciones diferenciales 
parciales para flujo radial confinado y tambien 
presenta y verifica la soluci6n "slug test" que describe 
los efectos de una inyecci6n instantanea de fluido en 
un pozo. La ultima secci6n de la Parte VI delinea, en 
formato tipo texto, la sintesis de soluciones adi­
cionales, que incluyen la ecuaci6n de Theis, de la 
soluci6n "slug test". La Parte VII presenta conceptos 
generales de analisis finito-diferencial introduciendo, 
al final, algunas tecnicas de soluci6n muy usadas. La 
Parte VIII considera las tecnicas electro-analogas. El 
material de la Parte VI no es pre-requisito para las 
Partes VII y VIII. Los que prefieran pueden pro­
ceder directamente de Ia Parte V a la Parte VII. 

Un bosquejo del programa, presentado en el in­
dice general de este libra, indica la secuencia de 
respuestas correctas de las 8 partes y describe 
brevemente el material presentado en cada secci6n 
de respuestas correctas. Los lectores podniin utilizar 
este bosquejo para repasar o localizar t6picos de in­
teres particular o para consultar el arden de presen­
taci6n del texto. 

Es imposible, en esta un otra forma de instrucci6n, 
cubrir todas las facetas de desarrollo o anticipar 
dificultades que cada lector pueda experimentar 
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maxime en un campo como es el de las aguas sub­
ternineas, donde tanto la experiencia o conocirnien­
tos matematicos de los lectores pueden variar 
mucho. Una dificultad adicional inherente a este 
programa es el problema de perder la continuidad en 
el proceso de dividir el material en secciones. Por 
estas razones,se sugiere que el programa de instruc­
ci6n presentado sea utilizado en conjunci6n con una 
o mas referencias clasicas en hidniulica de aguas 
subterraneas. 

Este texto se basa en una serie de apuntes usados 
por el autor, en rnisi6n USAID, y presentados a in­
genieros y estudiantes universitarios en Lahore, Pa­
quistan. El material fue extraido de una serie de 
fuentes. El capitulo de Ferris (1959) en el texto de 
Wisler y Brater y el texto de Jacob (1950) en "In­
genieria Hidraulica", fueron utilizados exten­
samente. Water Supply Paper 1536-E (1962) de Fer­
ris, Knowles, Brown y Stallman fue una importante 
fuente, asi como el trabajo de Hubbert (1940) "La 
Teoria del Movirniento de Aguas Subterraneas". El 
texto "Flujo de Fluidos Homogeneos a Traves de un 
Medio Poroso" de Muskat (1937) y el trabajo "In­
vestigaciones Te6ricas del Movimiento de Aguas 
Subterraneas" de Slichter (1899) se utilizaron como 
referencias basicas. El desarrollo de la ecuaci6n de 
Theis de la soluci6n "slug test" viene de la derivaci6n 
presentada en la referenda original de Theis (1935). 
El material sobre modelos analogos es basado en una 
gran parte en el libro "Simulaci6n Analoga" de 
Karplus (1958). Pa.ra preparar el material en 

metodos numericos se utiliz6 el libro "Ecuaciones 
Diferenciales Finitas y Simulaciones" de Hildebrand 
(1968), ademas,del trabajo "Tecnicas Seleccionadas 
de Computacion Digital para Evaluacion de Recur­
. sos Hidricos Subterraneos" de Prickett y Lonnquist 
(1971). Una variedad de referencias adicionales se 
mencionan en el texto. 

El autor expresa su gratitud a los Senores David 
W. Greenman y Maurice J. Mundorff, ambos Ex­
Consejeros del Proyecto USAID en Lahore, por su 
apoyo y estimulo durante la preparaci6n de los 
apuntes originales de los cuales este texto se deriva. 
El autor agradece a Patricia Bennett por su 
cuidadosa lectura y mecanografia del manuscrito 
original ~n ingles. 

Addendum para esta version en Espafiol 

Las traduccion inicial de los varios capitulos de 
este texto fue hecha por la AGIO (Asociaci6n de 
Geocientificos Para el Desarrollo Internacional) con 
asistencia revisional de miembros de habla hispana 
del Geological Survey y fue publicada por capitulos 
como suplemento cientifico del Boletin de Aguas 
subterraneas. 

Los responsables de la traducci6n original fueron 
Victor Ricaldi Y Maria Victoria Avendano en 
Caracas, Venezuela. La version presente incluye 
unas revisiones tecnico-editoriales de Jose Villagra 
de Gaithersburg, Maryland. 
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SIMBOLOS 

Dimensiones Dimensiones 
(M, masa; (M, masa; 

L, distancia; L, distancia; 
Sfmbolo T, tiempo) Sfmbolo T, tiempo) Explicaci6n 

A L2 Area frontal del acuifero, secci6n de area K Lr-1 conductividad hidniulica 
total de flujo k L2 permeabilidad intrlnseca 

a L espacio nodal en una red de diferencias L longitud 
finitas n porosidad 

b L espesor del acuifero p ML-IT-2 presi6n 
c faradio capacitancia electrica Q L 3 T- 1 descarga volumetrica del fluido 

(culom- q LT-1 descarga especifica-descarga por unidad 
bio/ de superficie frontal del acuifero, Q/ A 

voltio) R ohms resistencia electrica 
e base del logaritmo neperiano (voltio/ 

Fg MLT-2 fuerza gravitacional amperio) 

ft MLT-2 componente de Ia fuerza gravitacional s coeficiente de almacenamiento 

paralela al conducto Ss L-1 almacenamiento especifico 

fn MLT-2 componente de Ia fuerza gravitacional Sy rendimiento especifico 

normal al conducto 
T L211 transmisividad (transmisibilidad) 

LT-2 aceleraci6n gravitacional 
u r2S/4Tt-argumento de funci6n del pozo 

g v LJ volumen del fluido 
h L carga, carga esUttica v LT-1 velocidad 
hp L presi6n de carga W(u) funci6n del pozo 
I arnperios corriente electrica w L anchura 

(culom- z L elevaci6n sobre plano de referenda 
bio/ {3 fracci6n del total del agua almacenada 
segundo) que puede escurrirse por gravedad 

v 
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Axxh L-1 aproximacion de diferencia finita para e ML- 3 densidad de fluido 
a2hl ar e. ohm- resistividad electrica 

Ayyh L-1 aproximacion de diferencia finita para metros 

J.l-

a2h! a;r a mhos<; conductividad electrica 
culombio carga electrica metros 
ML- 1T- 1 viscosidad dimimica ¢ voltios voltaje o potencial electrico 

, 
UNIDADES DE CONVERSION 

Sistema Ingles 

ft (pie) 
gal (galen) 
fe Is (pies cubicos por segundo 

Factor de Conversi6n 

3.048 x w- 1 

3.785 
2.832 x w-l 

Sistema Metrico Internacional 

m (metro) 
I (litro) 
m3/s (metros cubicos por segundo) 

BOSQUEJO DEL PROGRAMA 

Este bosquejo tiene el prop6sito de ayudar al lector en el repaso y le facilita Ia 
localizaci6n de t6picos particulares o discusiones del texto. Con el objeto de propor­
cionar tam bien ideas, en cuanto a Ia organizaci6n del material y el orden de presentaci6n, 
ninguno de los cuales tienden a ser claros en un plan programado. 

Los mimeros de las seccidnes en el margen izquierdo corresponden a las respuestas 
correctas en el programa de instrucci6n. Ellos nos proporcionan el orden a seguir si no 
se han cometido errores en las respuestas. Un esbozo del contenido de cada una de las 
secciones con respuestas correctas se da a Ia derecha de cada mimero de secci6n. Dos 
numeros son indicados a continuaci6n de cada secci6n. Estos numeros identifican las 
secciones con respuestas incorrectas a Ia pregunta presentada en Ia secci6n con 
respuestas correctas. Las respuesta correcta a , esta pregunta se indica en Ia siguiente 
anotaci6n al margen izquierdo. 

Tambien sedan bosquejos de las presentaciones escritas en forma de texto. Para estas 
consideraciones se dan los numeros de las paginas correspondientes en parentesis en el 
margen izquierdo. 

PARTE I. DEFINICIONES Y CONCEPTOS GENERALES 

Secci6n: 

24 omlSlon del gradiente de velocidad en aguas 
subtemineas; relacion entre presion y altura de Ia 
columna de fluido (Ley de Pascal) 

Porosidad 
13; 18 

9 porosidad efectiva, saturaci6n 
12; 29 

6 porosidad, saturacion (repaso ); variaciones de velo-
cidad en un punta; effectos de cursos tortuosos 
4; 21 

3 efectos de cursos tortuosos (repaso); problemas para 
determinar el area real de flujo; relaci6n de des­
carga por unidad de area frontal a Ia velocidad de 
flujo 
28; 10 

14 relaci6n de descarga por unidad de area frontal a Ia 
velocidad de flujo (repaso); definicion de descarga 
especifica o flujo especifico; definicion de carga 
11; 17 

16 

26 

22 

25; 19 
Ley de Pascal (repaso); carga como energia potencial 

por unidad de peso; altura como potencial por 
unidad de peso debido a Ia elevaci6n, dimensiones 
de wesi6n 
7; 15 

presion como componente de Ia energia potencial 
por unidad de volumen; presion de carga como un 
componente de Ia energia potencial por unidad de 
peso; energia potencial total por unidad de peso 
(pregunta) 
20; 23 

carga como energia potencial por unidad de peso 
(repaso); energia potencial total por unidad de 
volumen 
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5; 27 
8 energia potencial total por unidad de volumen 

(repaso) 

PARTE II. LA LEY DE DARCY 

Secci6n: 
1 

8 

31 

26 

15 

33 

35 

11 

19 

20 

28 

Bosquejo del enfoque- metodologia para 
equilibrar fuerzas: la fuerza de fricci6n propor­
cional a Ia velocidad; la fuerza de presion sobre 
una cara del elemento fluido en un tubo lleno de 
arena (_oregunta) 
25; 16 

relaci6n entre Ia presi6n y la fuerza; fuerza neta de 
presi6n sobre un elemento fluido (pregunta) 
23; 12 . 

Ia fuerza neta de presi6n sobre un elemento fluido 
(repaso); Ia gradiente de presion; Ia fuerza neta de 
presion en terminos de gradiente de presion 
(pregunta) 
5; 14 

Ia fuerza neta de presi6n en terminos de gradiente de 
presi6n; la fuerza gravitacional; Ia masa de un ele­
mento del fluido en terminos de densidad, porosi­
dad y dimensiones (pregunta) 
3; 17 

Ia fuerza gravitacional en terminos de densidad, 
porosidad y dimensiones; los componentes de la 
fuerza gravitacional que contribuyen al flujo 
(pregunta) 
22; 18 

descomposicion de la fuerza gravitacional en fuerzas 
paralelas y normales al conducto; expresion para 
la magnitud de los componentes paralelos al con­
ducto (pregunta) 
6; 37 

expresion para el componente de Ia fuerza gravita­
cional paralelo al conducto (repaso); sustitucion 
de llz/ t:.l el coseno de esta expresi6n (pregunta) 
32; 4 

sustitucion de llz/ t:.l por coseno en Ia ex presion 
para el componente de gravedad a lo largo del 
conducto (repaso); expresion para Ia fuerza direc­
cional total sabre un elemento del fluido atri­
buible a Ia presion y a Ia gravedad (pregunta) 
24; 10 

hipotesis relacionadas con Ia fuerza de friccion, 
expresion para Ia fuerza de friccion compatible 
con las hipotesis (pregunta) 
2; 34 

equilibria de las fuerzas direccionales y las fuerzas 
de fricci6n para obtener la forma preliminar de la 
Ley de Darcy 
36; 27 

Ia Ley de Darcy en terminos de conductividad hi­
draulica; sustituci6n de 

dp dz 
+ 

eg dl til 

por dhldl (pregunta) 
9; 30 

7 consideraciones sabre la conductividad hidraulica y 
la permeabilidad intrinseca; flujo del agua subte­
m1nea en relacion a las diferencias en elevaci6n, 
presion y carga (pregunta) 
29; 13 

21 Ia Ley de Darcy como una ecuacion diferencial; 
anologias con otros sistemas fisicos; potencial de 
la velocidad de aguas subterraneas. 

CONSIDERACIONES TIPO TEXTO-GENERALIZA­
CIONES DE LA LEY DE DARCY: 

el vector descarga espedfica en tres dimensiones; 
definicion de los componentes del vector descarga 
espedfica 

Ia Ley de Darcy para los componentes del vector 
descarga especifica; el uso de la resultante del vec­
tor descarga especifica en la Ley de Darcy 

velocidad potencial; ancilisis de la red de flujo; la 
Ley de Darcy para los componentes del vector 
descarga esped fica en un media anisotropico 

lineas de flujo y superficies de igual carga en un caso 
anisotropico; solucion por transformacion de 
coordenadas 

anisotropia de material sedimentario estratificado 
uso de los componentes de las gradientes de presion 

y de los componentes de Ia fuerza gravitacional en 
cada una de las mayores direcciones de permeabil­
idad; tensor de conductividad hidn1ulica 

heterogeneidad del acuifero 
heterogeneidad del fluido; la Ley de Darcy para un 

fluido heterogeneo en un acuifero anisotropico uti­
lizando Ia permeabilidad intrinseca. 

' PARTE III. APLICACION DE LA LEY DE DARCY A LOS 
PROBLEMAS DE CAMPO 

Secci6n: 

ecuaciones diferenciales y soluciones 
15; 23 

7 numero infinito de soluciones para una ecuaci6n 
diferencial 
29; 14 

8 conceptos de intercepcion de la pendiente aplicados 
a la solucion de ecuaciones diferenciales 
5; 20 

I 0 apbcacion de la Ley de Darcy para equilibria uni-
dimensional a un problema de infiltracion suplida 
por un rio; selecci6n de solucion particular para 
satisfacer la ecuacion diferencial y producir una 
carga correcta en el rio (pregunta) 
22; 36 

24 condiciones lirnites en las ecuaciones diferenciales; 
interpretacion de los datos de carga observados en 
un caso de campo (pregunta) 
42; 21 

25 aplicacion de la Ley de Darcy al problema de flujo 

9 

continuo unidimensional no confinado, utilizando 
las hipotesis de Dupuit 
26; 43 

substituci6n de 
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41 

27 

40 

35 

2 

38 

19 

3 

por 

dh 
h­

dx 

en el problema de flujo no confinado; pruebas de solu­
ciones por diferenciaci6n sustituci6n de condiciones 
limites (pregunta) 

16; 4 
grafico de Ia carga de pendiente parab61ica en Ia 

soluci6n Dupuit; problemas de flujo radial a un 
pozo; secci6n de flujo a una distancia r del pozo 
(pregunta) 
12; 6 

reducci6n del area a lo largo del trayecto del flujo 
radial; relaci6n entre disminuci6n de area y gra­
diente hidraulica 
11; 32 

simbolos en problemas de flujo radial; aplicaci6n de 
la Ley de Darcy a problemas de flujo (pregunta) 
33; 17 

expresi6n de la ecuaci6n diferencial para flujo radial 
en terminos de 

dh 

d (In r) 

39; 13 
interpretaci6n de la ecuaci6n diferencial para flujo 

radial expresada en terminos de 

dh 

d (ln r) 

18; 31 
interpretaci6n de Ia ecucaci6n diferencial para flujo 

radial (repaso); ecuaci6n resultante obtenida del 
gnifico de h versus In r; conversion a logaritmos 
comunes; caracteristicas grafico semi-logaritmico; 
34; 37 

cono de depresi6n logaritmico; ecuaci6n de abati­
iniento en el pozo (pregunta) 
28; 30 

aplicaci6n de Ia ecuaci6n de abatimiento; caracteris­
ticas generales de problemas de flujo de pozo. 

PARTE IV .-ALMACENAMIENTO DEL AGUA 
I 

SUBTERRANEA 

Secci6n: 

relaci6n entre el volumen de agua alamacenada en 
un tanque y el nivel de agua en el tanque 
10; 9 

11 relaci6n entre el volumen de agua almacenada en un 
tanque con arena y el nivel de agua en el tanque 
31; 12 

14 pendiente del grafico de V versus h para el tanque 
con arena 
17; 22 

26 factores capilares; hip6tesis que una cantidad cons-
tante de agua es permanentemente retenida; rela­
ci6n entre volumen de agua en almacenamiento 

16 

33 

32 

6 

21 

20 

25 

13 

recuperable y el nivel de agua,bajo estas condiciones 
(pregunta) 
18; 2 

pendiente del grafico de V versus h para un tanque 
con arena y retenci6n capilar permanente 
4; 29 

pendiente del grafico de V versus h para un prisma 
de un acuifero libre 
28; 19 

relaci6n de dependencia de V, h sobre una superficie, 
A; definci6n de rendimiento espec{fico (pregunta) 
7; 27 

almacenamiento confinado o compresivo; relaciones 
V y h para un prisma en un acuifero confinado 
23; 30 

dependencia del grafico V, h para un prisma de un 
acuifero confinado de area de base 
3; 34 

definici6n del coeficiente de almacenamiento confi­
nado o compresivo; almacenamiento especifico 
5; 15 

ecuaci6n de almacenamiento-relaci6n entre rapidez 
de cambio de volumen de agua en almacena­
miento y rapidez de cambio de carga 
8; 24 

relaci6n entre rapidez de cambio de volumen en 
almacenamiento y rapidez de cambio de carga 
(repaso) 

PARTE V. CONSIDERACIO~ES TIPO TEXTO DERIV ADAS 
PARCIALES EN EL ANALISIS DE FLUJO DE AGUAS 

I 
SUBTERRANEAS 

Derivadas parciales, ejemplo de mapa topografico. 
Calculo de derivadas parciales (espacial) 
Derivadas parciales con respecto al tiempo 
Derivadas espaciales como componentes de la pen-

diente de Ia superficie potenciometrica; depen­
dencia de posici6n y tiempo, derivada de tiempo 
como la pendiente del hidr6grafo; dependencia de 
posici6n y tiempo. 

Formulaci6n vectorial del caudal especifico; 
Ley de Darcy para componentes del vector de 
caudal especifico 

FLUJO UNIDIRECCIONAL DE NO-EQUILIBRIO 

Secci6n: 

21 

30 

22 

relaci6n de flujo de entrada y salida para un tanque 
29; 17 

ecuaci6n de continuidad; relaci6n de oh/ot para un 
prisma de acuifero para diferenciar entre el flujo 
de entrada y el de salida; (pregunta) 
6; 5 

combinaci6n de la ecuaci6n de continuidad y de 
almacenamiento para obtener Ia relaci6n entre 
oh/ot y el flujo de entrada menos el de salida 
(repaso); Ia expresi6n de flujo de entrada a traves 
de una cara del prisma del acuifero (pregunta) 
8; 3 

implicaciones de la diferencia entre el flujo de entrada 
y el de salida de un prisma del acuifero (pregunta) 
14; 26 
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33 

9 

16 

7 

32 

34 

10 

expresi6n de entrada menos salida para flujo uni­
dimensional en terminos de diferencia de gradiente 
de carga (pregunta) 
18; 15 

cambios en una variable dependiente expresados 
como un producto de Ia derivada y cambio en Ia 
variable independiente (pregunta) 
25; 20 

cambio en Ia variable dependiente como producto 
de Ia derivada y cambio en Ia variable indepen­
diente (repaso); cambio en la derivada como pro­
ducto de una segunda derivada y cambio en Ia 
variable independiente (pregunta) 
31; 13 

segundas derivadas y segundas derivadas parciales; 
expresi6n del cambio en iJhliJx en terminos de 
segunda derivada (pregunta) 
4; 23 

expresi6n de cambio en iJh l iJx en terminos de se­
gunda derivada (repaso); expresiones para entrada­
salida utilizando las segundas derivadas (pregunta) 
27; 2 

definicion de transmisividad; expresi6n de entrada 
menos salida para flujo unidimensional a traves de 
un prisma del acuifero en terminos de T y iJ2h/iJJf; 
igualar el flujo de entrada menos el de salida y 
Ia proporci6n de acumulaci6n; expresi6n de Ia 
proporci6n de acumulaci6n en terminos de 
coeficiente de almacenamiento (pregunta) 
28; 12 

Poner en ecuaci6n Ia rapidez de acumulaci6n ex­
presada en terminos del coeficiente de almacena­
miento, con Ia expresi6n de flujo de entrada 
menos el de salida para obtener Ia ecuaci6n dife­
rencial parcial para flujo unidimensional de 
no-equilibria (pregunta) 
11; 24 

19 ecuaci6n diferencial parcial para flujo bidimensional 
de no-equilibria; ecuaciones diferenciales parciales 
y sus soluciones; repaso del metodo de derivar 
ecuaciones diferenciales para flujo de aguas 
subterr{meas. 

PARTE VI. FLUJO DE NO-EQUILffiRIO A UN POZO 

Secci6n: 

expresi6n de flujo a traves del area interna de un 
elemento cilindrico (pregunta) 
34; 36 

15 combinaci6n de r y iJhl iJr en una variable simple; 
expresi6n de flujo de entrada menos el de salida 
para un elemento cilindrico 
30; 25 

7 uso de 

ar 

en Iugar de 

28 

37 

27 

5 

35 

20 

21 

18 

33 

13 

expresi6n para 

ar 

26; 8 
expresi6n final de flujo de entrada menos el de 

salida para un elemento cilindrico; expresi6n de la 
raz6n de Ia acumulaci6n en almacenamiento en el 
elemento (pregunta) 
12; 16 

combinaci6n del termino flujo de entrada menos el 
de salida con el termino de raz6n de acumulaci6n 
para obtener Ia ecuaci6n diferencial parcial 
22; 32 

procedimiento de prueba de una funci6n para deter­
minar si es una soluci6n a Ia ecuaci6n diferencial 
parcial. Calculo de Ia primera derivada radial de la 
funci6n de prueba. 
4;2 

calculo de Ia segunda derivada radial para Ia funci6n 
de prueba. 
23; 9 

calculo de Ia derivada de tiempo de Ia funci6n de 
prueba 
3; 31 

expresiones para 

y 

s ah 
T at 

para Ia funci6n de prueba 
17; 24 

verificaci6n que Ia funci6n de prueba es una soluci6n; 
problemas de inyecci6n instantanea (slug test); 
desarrollo de condiciones limites requeridas 
parat=O 
10; 19 

verificaci6n que Ia prueba de Ia funci6n satisface las 
condiciones limites para t = 0; demostraci6n 
grafica de su comportamiento para t-0; desa­
rrollo de las condiciones limites para r - oo 
29; 6 

relaci6n entre Ia condici6n cuando (iJhliJr) - 0 para 
r - oo y Ia condici6n cuando h - 0 para r - oo ; 
demostraci6n que Ia funci6n de prueba satisface · 
tam bien h - 0 cuando t - oo; desarrollo de Ia 
condici6n 

V= Joo S•h, , •21rrdr 
r = 0 · 

11: 14 
demonstraci6n que Ia funci6n de prueba satisface 
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V = Joo S •h,,, • 21rrdr; 
r = 0 . 

discusi6n del significado de Ia soluci6n del "slug test" 

CONSIDERACIONES TIPO TEXTO- DESARROLLO DE 
SOLUCIONES ADICONALES POR SUPERPOSICION 

Linearidad de Ia ecuaci6n radial; superposici6n; 
ecuaciones para Ia carga a t . debido a Ia inyecci6n 
af=O 

superposici6n para obtener efecto de dos inyecciones 
expresi6n de cambio de carga debidQ a descarga 

instantanea; superposici6n para obtener efectos 
de descarga repetida 

valores variables para · bombeo continuo como una 
secuencia de descargas infplitesimales; efecto de 
descarga durante un tiempo . infinitesimal dt; uso 
de Ia superposici6n para obtener cambio de carga 
debido a bombeo durante un intervalo finito de 
tiempo 

implementaci6n de Ia superposici6n por integraci6n 
de Ia expresi6n para cambio de carga debido a 
descarga instant{mea, para. casos de bombeo con 
descarga variable. 

transformaci6n de Ia integral a Ia integral exponencial, 
para el caso de bombeo constante 

definiciones de u; evaluaci6n de Ia integral exponen­
cial por medio de series 

definici6n de Ia funci6n de pozo; ecuaci6n para el 
caso cuando h * 0 antes del bombeo; ecuaci6n en 
terminos de abatimiento; Ia ecuaci6n de Theis 

desarrollo .de Ia f6rmula modificada de no-equilibria 
(aproximaci6n semilogarttmica) 

repaso de las suposiciones en Ia derivaci6n de Ia 
ecuaci6n diferencial parcial para flujo radial 

repaso de las suposiciones en Ia soluci6n de inyecci6n 
instant{mea y en Ia soluci6n de bombeo continuo 
(volumen constante) 

repaso de las suposiciones en Ia aproximaci6n semi­
logaritmica; citacion de literatura sobre extensiones 
de Ia teoria de flujo al pozo para sistemas mas 
complejos. 

PARTE VII. METOOOS DE DIFERENCIAS FINITAS 

Secci6n: 

12 

15 

expresiones diferenciales finitas para Ia primera 
derivada espacial (pregunta) 
7; 26 

expresiones diferenciales finitas para Ia segunda 
derivada espacial (pregunta) 
27; 22 

expresi6n diferencial-finita para 

(pregunta) 
28; 24 

+ 

3 

2 

expresi6n diferencial-finita para 

+ 

(repaso) 
notaci6ri convenida· para Ia carga en un nodo 
14; 5 

expresi6n ·para 

utilizando subindices 
20; 18 

4 t~rcera regia de subindices para el eje . tiempo 
9; 23 

10 expresi6n para 

+ 

para un tiempo y pun to particular, utilizaci6n de 
indices; aproximaciones a oh/iJt; aproximaciones 
"forward difference" finitas para Ia ecuaci6n de 
flujo de aguas subterr{meas, utilizando indices 
8; 19 

16 aplicaci6n de las ecuaciones "forward difference" 
para predecir valores de carga; tecnicas (defini­
ci6n) de iteraci6n (relajamiento); ecuaciones difer­
enciales finitas para flujo bidimensional en equi­
libria (pregunta) 
11;13 

25 soluci6n a la ecuaci6n de estado constante por 
medio de iteraci6n 
21; 6 

17 discusi6n general de metodos numericos 

CONSIDERACIONES TIPO TEXTO- TECNICAS 
DE SOLUCION P,OR DIFERENCIAS FINITAS 
DE LA EClJACION DE FLUJO DE AGUAS 
SUBTERRANEAS 

aproximaciones "forward difference" y "backward 
difference'' a la derivada de tiempo. 

simulaci6n ala "forward difference" de la ecuaci6n 
de flujo del agua subterr{mea; metodo explicito a 
la solud6n 

errores; tecnicas estables e inestables 
simulaci6n "backward difference" a la ecuaci6n de 

flujo del agua subterranea; grupos de ecuaciones 
simult{meas 

soluci6n por tecnicas de iteraci6n o relajamiento 
soluci6n de Ia ecuaci6n de estado constante por 

iteraci6n 
soluci6n de la ecuaci6n de no-equilibria, simulaci6n 

"backward difference" por iteraci6n 
niveles de iteraci6n, notaci6n con indices; parametro 

de iteraci6n 
sobrerelajamiento sucesivo. Tecnicas de direcci6n 

alterna 
simulaciones forward y backward difference para la 

ecuaci6n de flujo del agua subterranea utilizando 
la notaci6n .:l 
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procedimiento implicito de direcci6n alterna 
el algoritmo de Thomas para Ia soluci6n de grupos 

de ecuaciones a lo largo de filas o columnas 
iteraci6n de Ia ecuaci6n de estado constante utili­

zando el metodo de direcci6n alterna para el 
calculo 

soluci6n iterativa utilizando la siinulaci6n "backward 
difference" y Ia tecnica de direcci6n alterna por 
computaci6n 

' ' PARTE Vm. TECNICAS ANALOGICAS 

Secci6n: 

Ia Ley de Ohm, definiciones de corriente y resistencia 
19; 8 

6 definiciones de resistividad y conductividad; Ia Ley 

28 

26 

11 

de Ohm en terminos de resistencia 
24; 3 

Ia Ley de Ohm en terminos de conductividad; ana­
logia entre Ia Ley de Ohm y Ia Ley de Darcy para 
flujo en una dimensi6n 
12; 7 

analogia entre Ia Ley de Ohm y la Ley de Darcy para 
flujo en una dimension; extensi6n a 3 dimen­
siones; densidad de Ia corriente; flujo de carga en 

una lamina conductora 
25; 23 

analogia entre flujo de carga en una lamina conduc­
tora y flujo de agua a traves de un acuifero hori­
zontal. Metodo para obtener ana:logia en sentido 

21 

9 

4 

22 

5 

continuo. Comparaci6n entre Ia linea de voltaje 
constante y Ia linea de carga constante (pregunta) 
16; 17 

modelo de no-equilibrio; almacenamiento de carga 
en un condensador y analogia con el almacena­
miento de aguas subtemineas; ecuaciones para 
condensadores 
13; 10 

relaci6n entre Ia rapidez de cambio de voltaje y Ia 
rapidez de cambio de acumulaci6n de c'\rga para 
un condensador; relaci6n entre corriente bacia un 
condensador y la rapidez de cambio de voltaje 
20;18 

relaci6n entre la rapidez de cambio de voltaje y la 
rapidez de acumulaci6n de carga para un conden­
sador (repaso); relaci6n de continuidad electrica, 
relaci6n entre corriente y rapidez de cambio del 
voltaje del condensador para un sistema de 4 
resistencias conectadas a un condensador; trans­
formaci6n de estas ecuaciones en terminos de vol­
tajes y drboldt (pregunta) 
15; 27 

analogia entre ecuaci6n para condensadores-sistema 
de 4 resistencias con formas de diferencias finitas 
para ecuaciones de flujo de aguas subternineas 
bidimensionales; metodo para modelar casos de 
desequilibiro. 
2; 14 

analisis general de las tecnicas analogicas, hetero­
geneidad, secciones amUogicas, flujo radial 
analogico. 
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INTRODUCCION A LA HIDRAULICA DE AGUAS SUBTERRANEAS-UN 
TEXTO PROGRAMADO PARA AUTO·ENSENANZA 

Por Gordon D. Bennett 

' INSTRUCCIONES PARA EL LECTOR 

' Este texto programado esta diseflado para ayu-
darle a comprender la teoria de la hidniulica de 
aguas subterraneas por medio de la auto-enseflanza. 
La instrucci6n programada es un enfoque a una 
materia, un metodo de aprender;que no elimina el 
esfuerzo mental del proceso de aprendizaje. Al­
gunas secciones de este programa necesitan sola­
mente ser leidas; otras tendrian que ser elaboradas 
con lapiz y papel. Algunas preguntas pueden ser 
contestadas directamente; otras requieren calcu­
los. A medida que se avanza en el texto, tendra que 
consultar frecuentemente textos o referencias sobre 
matematicas, mecanica de fluidos e hidrologia. 

En cada una de las ocho partes del texto, inicie 
el programa de instrucci6n leyendo la Secci6n 1. 
Elija una respuesta a la pregunta al final de la sec-

ci6n y dirijase a la nueva secci6n indicada al lado 
de la respuesta escogida. Si su respuesta fue 
correcta, pase a la secci6n que contiene materia 
nueva y otra pregunta, y proceda tal como en la 
Secci6n 1. Si su respuesta no fue correcta, dirijase 
a la secci6n que contiene explicaciones adicionales 
sobre el tema anterior y que le indica volver a la 
pregunta inicial e intentar de nuevo. 

En este caso, valdra Ia pena repasar el material 
de la secci6n anterior. Continue de esta man era en 
el programa hasta que llegue a Ia secci6n que indica 
el final de la parte. Observe que aunque las secciones 
estan en orden numerico en cada una de las ocho 
partes, por lo general, usted no procedeni en secuen­
cia numerica (Secci6n 1 ala Secci6n 2, etc.) de prin­
cipia a fin. 

1 





Parte I. Definiciones y Conceptos Generales 

lntroducci6n 
En la Parte I, se introducen ciertos conceptos 

que son frecuentemente utilizados en la hidraulica 
de aguas subterraneas. Entre estos estan porosidad, 
caudal especifico, carga hidraulica y presion del 
fluido. No se intenta un desarrollo estricto de 

La porosidad de un especimen de materia porosa 
se define como la relaci6n entre el volumen del 
espacio poroso abierto en el especimen y el volu­
men total del mismo. 

PREGUNTA 

l,Que volumen de materia s6lida contiene un pie 
cubico de arenisca, si la porosidad de la misma es 
0.20? 

En la Parte I no hay ninguna instrucci6n para 
pasar ala Secci6n 2. Tal vez usted acaba de leer la 
Secci6n 1 y pas6 a la Secci6n 2 sin haber tornado 
en cuenta la pregunta en la Secci6n 1. Si asi lo 
hizo, regrese a la Secci6n 1, elija una respuesta a la 

Su respuesta en la Secci6n 6 es correcta. Cual­
quier linea de flujo entre A y B sera mayor que la 
distancia AB; generalmente, es imposible conocer 
la verdadera distancia que una particula de fluido 
recorre cuando atravieza una secci6n de material 
poroso. 

Tambien es dificil saber la verdadera area de 
secci6n transversal de flujo, cuando se trata de 
flujo en un medio poroso. No importa que area se 
escoja, parte de la secci6n transversal sera ocu­
pada por granos de materia s6lida y parte por 
poros que contienen el fluido. Por esta raz6n se 

teoremas relacionados con estos terminos. Este 
material s6lo intenta introducir y definir estos ter­
minos y proporcionar un indicio a sus significados 
fisicos. 

0,5 pies cubicos 
0.2 pies cubicos 
0.8 pies cubicos 

Pase a Ia Secci6n: 

13 
18 
9 

1. 

pregunta y pase a la secci6n indicada en el margen 
derecho sobre la misma linea de su respuesta. 

2. 

podrian presentar problemas si intentamos definir 
la velocidad promedio del fluido como la relaci6n 
de descarga al area de la secci6n, como comun­
mente se hace en la hidraulica de flujo en cauce 
abierto. 

3. 

3 



4 TECNfCAS DE INVESTIGACIONES DE RECURSOS 

3.-Con. 

Su respuesta en Ia Secci6n 6 es incorrecta. Si los 
dos puntos estuviesen conectados por un tubo 

4. 
Su respuesta en Ia Secci6n 22 es incorrecta. La 

presi6n si representa energia potencial por unidad 

5. 

Su respuesta en Ia Secci6n 9 es correcta. El treinta 
por ciento del espacio poroso interconectado en 
un medio poroso, cuya verdadera porosidad es 
0.20, es seis por ciento del volumen ~otal, 6 0.06 
pies cubicos. En el resto del programa, se va a 
asumir que el estado de flujo es completamente 
saturado a no ser que se indique especificamente 
flujo no saturado. 

Por naturaleza, cambios en Ia velocidad de flujo 
de una particula liquida son propios en el flujo a 
traves de medios porosos. La resistencia limitrofe, 
dentro de cada poro,causa que Ia velocidad dismi-

6. 

PREGUNTA 

En el bloque de material poroso saturado, una 
descarga del fluido Q cruza el area A perpendicu­
larmente. A representa el area total de Ia faz del 
bloque que incluye particulas s6lidas y espacio 
para poros llenos de fluido. El cociente, Q I A,seria 

Pase a Ia Seccion: 

menor que 14 
lgual a 28 
mayor que 10 

Ia velocidad promedio de las particulas liquidas. 

capilar, Ia particula recorreria una distancia igual 
al intervalo lineal AB; pero Ia probabilidad de 
dicha conecci6n en un medio poroso tipico es 
cero. Por lo general, las posibles trayectorias de 
flujo entre dos puntos serian tortuosas. 

Regrese a Ia Secci6n 6 y elija otra respuesta. 

de volumen causada por las fuerzas transmitidas 
por el fluido que Ia rodea, pero z representa Ia 
energia potencial por unidad de peso causada por 
su elevaci6n. La pregunta pedia el total de energia 
potencial por unidad de volumen. 

Regrese a Ia Secci6n 22 y elija otra respuesta. 

nuya de su maximo a lo largo del centro, a practi­
camente cero al borde del poro. 

Otra forma de variaci6n en Ia velocidad de flujo 
es impuesta por el caracter tortuoso del mismo; es 
decir, las repetidas ramificaciones y luego enlaces 
de las lineas de flujo a medida que las particulas se 
habren paso a traves de los granos s61idos. Este 
patron de flujo anastom6tico o entrelazado causa 
que Ia velocidad de una particula liquida varie en 
magnitud y direcci6n de un punto a otro, aun si su 
movimiento ocurre a lo largo de una linea central del 
poro. Sin embargo, si nos fijamos en un pequefio 
segmento del medio pero que sea lo suficiente­
mente grande de manera que contenga un gran 
numero de poros, descubrimos que los compo­
nentes microsc6picos del movimiento se cancelan 
en todas las direcciones excepto en una que es Ia 
direcci6n resultante del flujo. 
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PREGUNTA 

En el bloque poroso en la figura, una particula 
de fluido que se traslada del punta A al punta B 
recorreria una distancia: 

major que la distancia lineal AB 
igual a la distancia lineal AB 
menor que Ia distancia lineal AB 

Pase a Ia Secci6n: 

3 
4 

21 

Su respuesta en Ia Secci6n 16 es incorrecta. Si 
estuviesemos tomando en cuenta Ia altura de una 
columna estatica de agua sabre un punta, Ia cual 
como observamos es dada por pi eg, estariamos 
tratando con dimensiones de energia potencial por 
unidad de peso. Sin embargo, la pregunta en la 
Secci6n 16, se refiere solamente a unidades de pre­
si6n. Estas unidades son fuerza por unidad de 
are~; por ejemplo, Iibras de fuerza por pie cua-

Su respuesta, p + egz, en la Secci6n 22 es co­
rrecta. Hemos vista que la presi6n es equivalente a 
Ia energia potencial por unidad de volumen atri­
buible a Ia fuerza transmitida a traves del fluido 
circundante. La energia potencial por unidad de 
volumen debida a Ia elevaci6n se obtiene multipli­
cando Ia energia potencial por unidad de peso cau­
sada por Ia elevaci6n z, por el peso por unidad de 
volumen eg. Por consiguiente, la energia potencial 
total por unidad de volumen es Ia suma de estos 
dos terminos, es decir' p + egz. 

Ninguna discusi6n sabre Ia energia de flujo 
seria completa sin mencionar Ia energia cinetica. 
En Ia mecanica de particulas s6lidas la energia 
cinetica, EC, de una masa, m, que se mueve a una 
velocidad v, se da por EC = mv2 /2. 

Supongamos que se trate de un fluido con densi­
dad de masa e. Deseamos saber la energia cinetica 
de un volumen, V, de este liquido que se mueve 
con velocidad v. La masa del volumen es e V, y Ia 
energia cinetica es e Vv2 /2. Si dividimos por el 
volumen V, obtenemos ev2/2 como Ia energia 
cinetica por unidad de volumen del fluido; dividien­
do por el peso por unidad de volumen, eg, obtene-
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Con.-6. 

drado de area expresadas en forma de lbtfe. 
Podriamos multiplicar estas unidades por ft/ft 
para obtener un equivalente de unidades aplica­
bles a presi6n. 

Regrese a la Secci6n 16 y elija otra respuesta. 

7. 

mos v2 /2g como la energia cinetica por unidad de 
peso del fluido. Cada una de esta expresiones de 
energia cinetica es proporcional a la velocidad al 
cuadrado. Casi siempre, las velocidades de flujo en 
el movimiento de aguas subterraneas son ex­
tremadamente bajas y por eso los terminos de 
energia cinetica son sumamente pequefios com­
parados a los terminos de energia potencial. 

Por consiguiente, cuando se trata de problemas 
da aguas subterr{meas, podemos ignorar por com­
pleto Ia energia cinetica y tamar en cuenta unica­
mente Ia energia potencial del sistema y Ia perdida 
de energia potencial causada por Ia fricci6n. Esta 
es una diferencia importante entre Ia hidraulica de 
aguas subterraneas y Ia hidraulica de aguas super­
ficiales. 

Con esta discusion concluye Ia Parte I. En Ia 
Parte II se tratara Ia Ley de Darcy que relaciona el 
caudal especifico, q, a Ia gradiente de carga 
hidraulica,para flujo en un media poroso. 

8. 
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Su respuesta en la Secci6n 1 es correcta; si 
0.20 del cubo es ocupado por el espacio poroso, 
0.80 de este volumen debe ser materia s6lida. En 
estudios de aguas subterr{meas, estamos, interesa­
dos en la porosidad interconectada o efectiva, la 
cual es la relaci6n del volumen de los poros inter­
conectados-excluyendo poros completamente 
aislados-al volumen total. En este texto, el ter­
mino "porosidad" se referira siempre ala porosi­
dad interconectada o efectiva. Las aguas subterra­
neas se presentan en condiciones de saturaci6n 
cuando todos los espacios porosos interconec­
tados estan totalmente llenos de agua, y se presen-

9. 

Su respuesta en la Secci6n 3 es incorrecta. El 
area A, que es perpendicular a la direcci6n del 
flujo , representa el area de secci6n transversal 
total del bloque poroso. Una parte de esta area 
esta ocupada por granos s6lidos y una parte por 
espacios porosos abiertos. Digamos que el 20 por 

10. 

Su respuesta en la Secci6n 14 es incorrecta. La 
columna de agua en el piez6metro es estatica, pero 
h, es la altura del niv.el de esta columna sobre el 

11. 
Su respuesta en la Secci6n 9 es incorrecta. La 

saturaci6n se expresa aqui como un porcentaje de 
los espacios porosos interconectados, no como un 

12. 

tan condiciones de no saturaci6n cuando parte de 
los poros contienen agua y parte aire. En proble­
mas de flujo no saturado, el grado de saturaci6n 
es expresado a menudo como el porcentaje de los 
espacios porosos intercomunicados. 

PREGUNTA 

;, Que volumen de agua es contenido en pie 
cubico de material poroso, si la porosidad efectiva 
es 0.20 y la saturaci6n, expresada en porcentaje del 
espacio poroso interconectado, es de 30 por ciento? 

0.30 pies cubicos 
0.06 pies cubicos 
0.20 pies cubicos 

Pase a Ia Seccion: 

12 
6 

29 

ciento de esta area A representa el espacio poroso, 
entonces la verdadera area de secci6n transversal 
disponible para el flujo es ' 0.2 A. Si consideramos 
la relaci6n de descarga al area de flujo igual a la 
velocidad promedio, sin considerar ningun otro 
factor, tendriamos que usar la relaci6n Q I 0.2A. 
La verdadera velocidad media excederia incluso 
esta cantidad, debido a la distancia adicional que 
seria recorrida por el flujo tortuoso. 

Regrese a la Secci6n 14 y elija otra respuesta. 

punto de medida 0 (h, es algunas veces referida 
como la presi6n de carga al punto 0) ~ Hemos defi­
nido carga como la elevaci6n sobre el nivel de refe­
rencia al tope de la columna estatica de agua que 
puede ser soportada en este punto. 

Regrese a Ia Secci6n 14 y elija otra respuesta. 

porcentaje del volumen de la muestra; es decir 30 por 
ciento de los espacios porosos interconectados esta 
ocupado por agua. Debido a que la porosidad efec­
tiva dada es de 0.20 y el volumen de la muestra de 1 
pie cubico, el volumen de espacios porosos inter­
conectados es 0.20 pies cubicos. 

Regrese ala Secci6n 9 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en Ia Secd6n 1 es incorrecta. La 
porosidad es definida por Ia ecuad6n 

n= = 
V.+V:, 

donde Vp es el volumen del espado poroso en el 
especimen, Vg es el volumen total del mismo, y Vs 
es el volumen de material solido del especimen 
(observe que Vg = Vs + Vp). La pregunta en Ia 

Su respuesta en Ia Secd6n 3 es correcta. Q I A 
sera menor que Ia velocidad promedio del fluido, ya 
que el area de secd6n transversal total, A, sera 
mayor que el area de secd6n transversal de flujo. 
En muchos medias porosos, Ia propord6n de area 
de flujo al area de secd6n transversal puede ser 
considerada igual a Ia porosidad interconectada 
del media. 

Hemos observado que, por lo general, es dificil 
o imposible saber o medir Ia veloddad real del 
fluido o el area de secd6n transversal real de flujo 
en un media poroso. Por lo cual, trabajaremos en 
terminos de descarga y area total de una secci6n. 
Es decir, utilizaremos Ia cantidad Q I A, donde Q 
es Ia descarga a traves de un segmento de material 
poroso, y A es el area de secci6n transversal total 
del segmento. Esta cantidad es referida como el 
caudal especifico o flujo especifico y se designa 
con el simbolo q. 

Otro concepto que utilizaremos con frecuenda 
es Ia carga estatica o simplemente carga. En pro­
blemas de aguas subterraneas,la carga en un punta 
se toma como la elevaci6n, (o altura) sabre un 
punta de referenda arbitrario, de una columna 
estatica de agua que puede ser sostenida sabre este 
punta. AI utilizar esta definici6n,asumimos que la 
densidad del agua en la columna con que medimos 
es igual ala del agua subterranea y que la densidad 
del agua subterranea es uniforme. 

Secd6n 1 pide el volumen del material s6lido V., 
en un especimen, para el cual el volumen total Vg, 
es 1 pie cubico y Ia porosidad n, es 0.20. 

Regrese a Ia Secd6n 1 y elija otra respuesta. 

13. 
Piez6metro Nivei de agua 

0 0 

0 0 

Sella de confinamiento 

0 0 0 0 0 00 0 ·0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 ., 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 c 0 0 0 0 0 0 

~ oooooooo o 

oo o oo o oo ooo ·o 

0 0,) 00 : 0 00 0 0 0 0 0 0 

0 0 
0 • 

Capa porosa 

z 

A-------...1.- Plano de referencia ---B 

PREGUNTA 

El diagrama representa la secci6n de una capa 
porosa confinada; el plano AB es el punta de refe­
renda y se coloca un piez6metro al punta 0. l,Cual 
es la carga en el punta 0? 

la distanda hp 
la distanda z 
la distancia hp + z 

Pase a Ia Secci6n: 

11 
17 
24 

14. 
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Su respuesta en la Seccion 16 es incorrect~. Por 
lo general, presion se expresa como fuerza por 
unidad de area, por ejemplo en Iibras por pie cua­
drado y se escribe lb/fe. Un termino con unidades 
de trabajo o energia por unidad de area tal como 
ft-lb/ft2

, representaria el producto de la presion y 

15. 

Su respuesta, pleg, en la Secci6n 24 es correcta. 
La columna de agua dentro del tubo es estatica y 
debera regirse por las leyes de la hidrostatica. 
Entonces la presi6n en la base del tubo se rela­
ciona con la altura de la columna de agua en el 
tubo por la Ley de Pascal, la cual tiene la forma 
p = eghp 6 hp = pleg; hp sirve para medir la pre­
si6n del punto situado al final del tubo y por esta 
razon se denomina la presion de carga ( o de 
caida) en ese punto. Se suma a la elevaci6n del 
punto para obtener la carga para el mismo. 

La carga en aguas subterraneas e$ en realidad 
una medida de la energia potencial por unidad de 
peso de agua. Este es un concepto muy importante. 

La elevaci6n, z, en el diagrama representa la 
energia potencial de una unidad de peso de agua al 
punto 0 que resulta de la posici6n del punto sobre 
el plano de referenda. Por ejemplo, sizes 10 pies, 
10 lbs de agua en los alrededores del pun to 0 
pueden lograr 100 pies-lbs de trabajo al caer al 
plano de referenda. La energia potencial por 
unidad de peso de agua en el punto 0 debido a la 
elevaci6n del punto sera de 10 pies. Similarmente, 
el termino para la presi6n hp,representa la energia 
potencial de una unidad de peso de agua en el 
punto 0, originado por las fuerzas ejercidas sobre 
el punto por el fluido circundante. Este concepto 
se amplia mas en las siguientes secciones. 

16. 

un termino con unidades de distancia, pies. Aqui, 
(micamente,estamos interesados en un grupo equi­
valente de unidades de presion. Ahora observe que 
si el termino presi6n fuera multiplicado por un 
factor adimensional con unidades ft I ft, 
obtendriamos un resultado todavia expresado en 
unidades de presion. 

Regrese ala Seccion 16 y elija otra respuesta. 

Piez6metro -

Nivel de 
agua en el 
piez6metro 

Plano de Ref. 

(o Representa un punto general en 
e1 sistema de fluido) 

PREGUNTA 

Presi6n se considera com(:mmente como fuerza 
por unidad de area. Dimensionalmente esto equi­
vale a: 

energia por unidad de peso 
energia por unidad de volumen 
trabajo por unidad de area 

Pase a Ia Secclon: 

7 
26 
15 
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Su respuesta en la Secci6n 14 es incorrecta. z es 
la elevaci6n del punto sobre el plano de referenda; 
definimos la carga como la elevaci6n-sobre este 
plano-de la parte superior de la columna estatica 
de agua que puede ser sostenida por este punto. La 
columna de agua en el piez6metro es estatica 

Su respuesta en Ia Secci6n 1 es incorrecta. Si Ia 
porosidad es 0.20, se tendra 0.20 pies cubicos de 
espacio poroso en un especimen de 1 pie cubico de 
volumen. La pregunta pide el volumen de material 
solido en el especimen. 

Su respuesta en la Secci6n 24 es incorrecta. La 
columna de agua dentro del tubo es estatica y debe 
regirse por las leyes de la hidrostf1tica. La presi6n 
a una profundidad d debajo de la superficie del 
agua,en un cuerpo de agua estatica,se obtiene por la 
ley de Pascal como 

P = egd, 

donde nuevamente e es la densidad de masa del 
agua, g es la aceleraci6n debida a la gravedad y la 
presi6n en la superficie del agua es cero. Esta rela­
ci6n puede ser aplicada al agua en el interior del 

Su respuesta en la Secci6n 26 es incorrecta. 
Energia potencial es un termino escalar y cuando 
recibe contribuciones de diferentes fuentes, estas 
son simplemente afiadidas para obtener la energia 
potencial total. La energia potencial de la unidad 
de peso del agua debida a su elevaci6n es z, mien­
tras que la energia potencial debida a las fuerzas 

Su respuesta en la Secci6n 6 es incorrecta. La 
linea AB, es obviamente, la distancia mas corta 
entre dos puntos y no existen lineas de flujo mas 
cortas que esta distancia. 

cuando las condiciones en el medio poroso estan 
en equilibria. 

Regrese a Ia Secci6n 14 y elija otra respuesta. 

17. 

Regrese a Ia Secci6n 1 y elija otra respuesta. 

18. 

tubo en la pregunta de la Secci6n 24. Si usted no 
esta familiarizado con la ley de Pascal, antes de 
continuar con el programa, le sera util leer con­
ceptos de hidrostatica presentados en textos de 
fisica. 

Regrese a la Secci6n 24 y elija otra respuesta. 

19. 

ejercidas sobre el punto por el agua en las cercanias 
es hp. 

Regrese a Ia Secci6n 26 y elija otra respuesta. 

20. 

Regrese a Ia Secci6n 6 y elija otra respuesta. 

21. 
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Su respuesta en Ja Secci6n 26 e~ correcta~ La 
unidad de peso del agua tiene energia potencial 
causada por su elevaci6n y las fuerzas ejercidas 
sobre ella por el fluido que Ia rodea. La energia 
potencial debida a su elevaci6n es z y a Ia energia 
potencial ocasionada por Ia fuerzas ejercidas 
sobre ella por el fluido circundante es pi eg 6 hp. La 
suma de z y hp en el punto de interes es evidente­
mente Ia carga h (como se usa en Ia hidr{nilica de 
aguas subterraneas). Los dos terminos que· confi­
guran Ia .carga en un punto-la elevaci6n del 
pun to sobre un plano de · referenda y Ia elevaci6n 
de Ia parte superior de una columna estatica de 
agua que pueda ser sostenida sobre el punto­
miden respectivamente .las dos formas de energia 
potencial hidraulica por unidad de peso. Su suma 
indica la energia potencial hidraulica total por uni­
dad de peso del fluido en el punto. 

PREGUNTA 

;, Cual de las siguientes expresiones indica, la 
energia potencial hidr{mlica total de una unidad de 
volumen de fluido en la cercania del punto A en el 
diagrama? 

22. 

Su respuesta en la Secci6n 26 es incorrecta. z 
representa la energia potencial de una unidad de 
peso de agua proxima al punto 0, debida a su ele-

23. 

Su respuesta en la Secci6n 14 es correcta. La 
carga consta de 2 terminos en sistemas de aguas 
subterraneas: la elevaci6n del punto mismo sobre 

24. 

Piez6metro -

z 

_.l 
P + egz 
p+z 
pleg + z 

P/pg 

Nivel de 
agua en el 
piezometro 

Plano de Ref. -. -

Pase a Ia Seccl6n: 

8 
5 

27 

vaci6n sobre el plano de referenda. Una unidad de 
peso de agmt cercana a este punto tendra tambien 
energia potencial ejercida sobre ella por las fuer­
zas del fluido que la rodean. La pregunta pedia la 
energia potencial hidraulica total. 

Regrese ala Secci6n 26 y elija otra respuest~. 

el plano de referenda y la altura de la columna 
estatica de agua que puede ser sostenida sobre este 
punto. En este caso, la columna de agua en el 
piez6metro es la columna estatica sobre el punto. 

La altura de la columna de agua sobre .el punto 
es una medida de la presi6n e:p. este pun to y . es 
algunas veces denominada como presi6n de carga. 
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Lectores familiarizados con la hidr{mlica de flujo 
libre pueden reconocer que la carga definida aqui 
se distingue de la carga total utilizada en hidr{m­
lica de flujo libre por la ausencia del termino, 
v2 /2g. Las velocidades de flujo son generalmente 
pequefias en sistemas de aguas subternineas y el 
termino, v2 12g, es casi siempre insignificante en com­
paracion con Ia elevacion y Ia presion. 

PREGUNTA 

Asuma que un tubo abierto en sus extremos es 
introducido en Ia tierra. La parte inferior del tubo 
se asienta en un punto por debajo del nivel hidro­
statico donde Ia presion es p. Dentro del tubo el 
agua se eleva a una altura hp por encima de la base 
del mismo. La presi6n en Ia superficie del agua 

Su respuesta en Ia Secci6n 24 es incorrecta. La 
presi6n dentro de un cuerpo estatico de agua varia 
de acuerdo a Ia Ley de Pascal, Ia cual puede ser 
expresada p = egd donde e es Ia densidad de 
masa del agua, g es Ia acceleraci6n debida a Ia gra­
vedad~ y des Ia profundidad por debajo del punto 
donde Ia presi6n es medida. La presi6n en Ia 
superficie superior del agua (algunas veces deno­
minada Po en textos de hidraulica) se considera 
aqui ser cero. Si usted no esta familiarizado con 
esta relaci6n, antes de proseguir con el programa, 

Su respuesta en Ia ·secci6n 16 es correcta. La 
presi6n puede ser considerada como energia 
potencial por unidad de volumen delliquido. Fisi­
camente, este concepto es tal vez mas facilmente 
apreciado utilizando el ejemplo de un cilindro 
hidraulico o prensa hidraulica mostrado esquema­
ticamente en el diagrama. Se inyecta liquido a pre­
si6np a traves de un orificio en 0. La inyecci6n del 
liquido produce desplazamiento del pist6n bacia Ia 
derecha. La presi6n es una medida de fuerza por 
unidad de area; por lo tanto, Ia fuerza total sobre el 
pist6n se obtiene por el producto de Ia presi6n p y 

dentro del tubo (Ia presi6n atmosferica) se consi­
dera igual a cero. La altura de Ia columna de agua 
dentro del tubo, a partir del extremo inferior del 
tubo se obtiene porIa expresion: 

hp = pleg 
hp = gleP 
hp =Peg 

Pase a Ia Seccl6n: 

16 
25 
19 

donde e es la densidad del agua, o masa por uni­
dad de volumen, y g es Ia constante gravitacional. 

Con.-24. 

le sera conveniente repasar un texto de fisica que 
trate Ia hidrostatica. 

En el problema de Ia Secci6n 24, la columna de 
agua en el tubo es estatica y Ia Ley de Pascal podria 
ser utilizada para determinar la presi6n en cual­
quier punto dentro de la columna, a(m en su base, 
donde se une al sistema de aguas subterraneas. 

Regrese a Ia Secci6n 24 y elija otra respuesta. 

25. 

26. 
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el area frontal del pist6n denominado A. Entonces, 
F = p x A donde, F es Ia fuerza sobre el pist6n. 

Liquido bajo_ rr----­
presi6np 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
\ 

El trabajo producido al mover el piston se 
determina por el producto de la fuerza y la dis­
tancia sobre la cual actua. Si el pist6n se mueve 
una distancia d, el trabajo realizado sera 

W=FXd=pxAxd, 

donde W es el trabajo producido al mover el pis­
t6n. El producto A x d es el volumen del fluido 
en el cilindro al final del trabajo; entonces podri­
amos decir que este volumen de liquido es capaz 
de realizar este trabajo W, cuando esta sometido a 
una presi6n p. 

Energia potencial es a menudo expresada como 
la habilidad de realizar un trabajo. Es decir, si un 
sistema es capaz de realizar 10 pies-libras de tra­
bajo, entonces decimos que posee una energia 
potencial de 10 pies-libras. En el caso del cilindro, 
la energia potencial asignada depende de la distan­
cia de recorrido del pist6n. Si d = 5, entonces 
W = p X 5A; para d = 10, W = p X lOA. En 
este caso, la energia potencial no puede ser deter­
minada directamente de los conceptos anteriores 
debido a que la distancia de desplazamiento del 
pist6n, 6 equivalentemente el volumen del fluido 
inyectado en el cilindro a presion p, debeni ser 
especificada antes de determinar la energia poten­
cial necesaria. En este caso, es mas conveniente 
considerar la energia potencial por unidad de 
volumen de liquido. Por ejemplo, si nos indican 
que la energia potencial es 10 pies-libras por pie 
cubico de agua en el cilindro, podremos calcular la 
energia potencial asociada con la inyeccion de cual­
quier volumen especifico del fluido al cilindro. El 
trabajo que puede producirse si un volumen A x d 
de un liquido es admitido es p x A x d; dividiendo 
esta expresion por el volumen A x d se obtiene el 

26.-Con. 

trabajo que se puede efectuar por unidad de 
volumen delliquido, es decir la energia potencial por 
unidad de volumen de liquido. Esta energia poten­
cial por unidad de volumen es entonces la presion p, 
bajo la cual el fluido es admitido en el cilindro. 

Este concepto de presi6n como energia poten­
cial por unidad de volumen puede ser extendido a 
sistemas generales de flujo, sempre que entenda­
mos que esta energia potencial es unicamente aquella 
causada por las fuerzas que actuan sobre un elemen­
to fluido por elliquido que le rodea. Para obtener la 
energia potencial total, tendremos que afiadir la 
energia potencial debida a la fuerza de gravedad que 
actua directamente sobre el elemento fluido. 

Si la presi6n, que representa la energia potencial 
por unidad de volumen, se divide por gg, peso por 
unidad de volumen, obtendremos ' pleg-6 sim­
plemente hp, la altura de la columna estatica de 
agua sobre este punto-como la energia potencial 
por unidad de peso debida a las fuerzas ejercidas 
por el fluido que la rodea. 

PREGUNTA 

Refiriendose al diagrama. l,CUal de las siguien­
tes expresiones dara la energia hidraulica potencial 
total de una unidad de peso de agua situada cerca 
del punto 0? 

_ _ Nivel de agua en 

~ el piez6metro 

I 
I Piez6metro -

h, 

_L 

I 
z 

------...L--- Plano de Ref. 
Pase a Ia Secclon: 

23 
22 

, 20 
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Su respuesta en la Secci6n 22 es incorrecta. Ya 
hemos vis to que pi gg + z es igual a la energia 
potencial total por unidad de peso de agua. Para 
obtener la energia potencial por unidad de volu­
men, debemos multiplicar por el peso por unidad 
de volumen. 

Su respuesta en la Secci6n 3 es incorrecta. El 
cociente, Q/ A, daria una velocidad promedio si 
consideramos flujo en cauce libre. Sin embargo, 
aqui A no es el area de seccion transversal de flujo; 
sino, el area de seccion transversal del bloque poroso 
perpendicular al flujo. Solamente una fraccion de 
esta area que consta de los espacios porosos abiertos 
puede ser considerada area seccional de flujo. 
Supongamos, por ejemplo, que esta area de poros 

Su respuesta en la Secci6n 9 es incorrecta. El 
volumen de espacios porosos interconectados es 
0.20 pies cubicos. Pero como la saturacion noes del 
100 por ciento, el volumen de agua en el especi­
men no puede ser igual al volumen de espacios 
porosos interconectados. Observe que estamos 
expresando saturaci6n como porcentaje de espa­
cios porosos interconectados. 

Regrese a la Secci6n 22 y elija otra respuesta. 

27. 

representa 20 por ciento del area total, A, el area 
de flujo sera entonces 0.2 A. 

Regrese a Ia Secci6n 3 y elija otra respuesta. 

28. 

Regrese a Ia Secci6n 9 y elija otra respuesta. 

29. 



Parte II. La Ley de Darcy 
lntroducci6n 

La Parte II presenta un desarrollo de la Ley de 
Darcy. Esta ley relaciona el caudal especifico, o 
descarga por unidad de area a la gradiente de 
carga hidniulica. Esta es la relaci6n fundamental que 
rige el flujo continuo en medios porosos. Este 
desarrollo no debe ser considerado como una deri-

En mecaruca, cuando se considera el movi­
miento continuo de una particula, es comun igua­
lar las fuerzas que producen el movimiento a la~ 
fuerzas de fricci6n que se le oponen. Este mismo 
procedimiento se puede aplicar al movimiento 
continuo del fluido a traves de un medio poroso. 
Cuando estudiamos el movimiento de una parti­
cula s6lida en un fluido, descubrimos que la fuerza 
de fricci6n opuesta al movimiento es proporcional 
a la velocidad de la particula. Asimismo, cuando 
se trata de flujo en un medio poroso, asumiremos 
que las fuerzas de fricci6n opuest3;s al flujo son 
proporcionales a la velocidad del fluido. Nuestro 
objetivo sera entonces, encont~:ar expresiones para 
las fuerzas que impulsan el flujo e igualar las mis­
mas a las fuerzas friccionales opuestas al flujo, las 
cuales seran consideradas · proporcionales a la 
velocidad. A la suma vectorial de las fuerzas que 
producen y que resisten el flujo se le dara el valor 
de cero. Ya que el movimiento del fluido es cons­
tante- es decir, que no se observa aceleraci6n 
alguna-las fuerzas que actuan sobre el fluido 
deberan estar en equlibrio. Por eso, Ia suma vecto­
rial es igual a cero en todos los puntos. La ecua­
ci6n obtenida por medio de este equilibrio de 
fuerzas sera una representaci6n de la Ley de Darcy. 
Empezamos considerando las fuerzas que ocasio­
nan el flujo. 

(1) 

vaci6n rigurosa, sino como un argumento razo­
nable, presentado al lector para proporcionarle 
algunas apreciaci6nes del significado fisico de esta 
relaci6n. A continuaci6n de la Parte II del programa 
s~ exponen algunas consideraci6nes breves en Jorma 
de texto sobre la Ley de Darcy. 

PREGUNTA 

Supongamos tener un tubo lleno de arena, 
segun se indica en Ia figura. La porosidad de Ia 
arena es n. Un liquido de densidad e es circulado a 
traves del tubo impulsado por una bomba. Las 
lineas de puntos indican un pequeiio segmento 
cilindrico de longitud ill, y de secci6n de area 
transversal A que es igual a la del tubo. Un volu­
men pequeiio; o elemento del liquido en movi­
miento ocupa este segmento. La presi6n del fluido 
en el ·punto 1, en el extremo superior del segmento 
es Pt· 

l,Cual de las siguientes expresi6nes representara 
mejor la fuerza ejercida sobre el area .superior del 
segmento por el elemento fluido adyacente? 

14 
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Su respuesta en Ia Seccion 19 

1 
- k p,Q(i~l· n • A), 

Pase a Ia Secci6n: 

25 
8 

16 

es incorrecta. Asumimos que Ia fuerza de friccion 
retardante seria de alguna manera proporcional a 
Ia viscocidad dinamica {p,), al volumen del fluido 
en el elemento (A/ • n • A), y al caudal especifico, o 
flujo por unidad de area (Q/ A). Aunque Ia respuesta 
que usted eligio es compatible con tal hipotesis, no es 

Su respuesta en Ia Secci6n 26 es incorrecta. El 
termino A/ • n • A da el volumen del fluido en el 
elemento; Ia pregunta pide Ia masa del fluido en el 
elemento. Observe que la densidad del fluido, e, 
representa su masa por unidad de volumen. 

Su respuesta en Ia Secci6n 35 es incorrecta. 
Obviamente, el termino -.j(Az)2 x (AxY es igual a 
A/, asi que la respuesta que eligi6 es equivalente al 
termino e • n • A • g • A/. Pero como vimos en la 
Secci6n 15, este termino da la magnitud de la 
fuerza gravitacional total en nuestro elemento 
liquido; lo que queremos es una expresion para el 
componente de esta fuerza total en la direccion del 
flujo~ Hemos visto que este componente se da por 

Su respuesta en la Secci6n 31, 

es incorrecta. La expresi6n previamente obtenida 
para la fuerza neta fue (pl - P2)nA 6 - ApnA. 

Con.-(1) 

lo suficientemente adecuada como lo es una de las 
otras respuestas. Su respuesta supone que las fuerzas 
retardantes son proporcionales con mas par­
ticularidad al caudal total, Q, que al caudal 
especifico, Q/A. 

Regrese a Ia Seccion 19 y elija otra respuesta. 

(2) 

Regrese a Ia Seccion 26 y elija otra respuesta. 

(3) 

la expresi6n e • n • A • g • A/ • cos-y; el prop6sito 
de esta pregunta es encontrar un termino equiva­
lente a cos 'Y y sustituirlo en la expresi6n anterior. 

Regrese a Ia Seccion 35 y elija otra respuesta. 

(4) 

U sted ha sustituido la gradiente de presion, o la 
variacion de presion por pie, por el pequeiio cam­
bia de presion, -Ap. Para obtener un cambio 

(5) 
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neto, o incremento, de una gradiente, o propor­
ci6n de cambio por unidad de distancia, debemos 
multiplicar la raz6n por unidad de distancia por la 
distancia sobre la cual ocurre el cambio. Por ejem­
plo,dp/ dl en la figura representa la pendiente de 
un grafico de presi6n, p, versus distancia, /. Para 
obtener el carnbio de presion, P2 - p 1, debemos 
multiplicar esta pendiente por Ia longitud del inter­
valo, ill. Debido a que en .realidad necesitamos Ia 
cantidad P1 - p2, debemos introducir un signo 
negativo (en Ia figura, P1 es major que P2- es decir, 
Ia presion disminuye en Ia direccion del flujo, /. La 
derivada dp/ dl es por lo tanto una cantidad . in­
trinsecamente negativa. Introduciendo otro signo 
negativo, obtendremos un resultado positivo para el 
termino P1 - P2). 

(5)-Con. 

Su respuesta en la Secci6n 33 es incorrecta. El 
termino e • n • ill • A • g representa Ia magnitud 
del vector de la fuerza gravitacional total, Fg. Sin 
embargo, necesitamos el componente de este vec­
tor de fuerza en Ia direccion I debido a que tinica­
mente este componente es efectivo para producir 
flujo a lo largo del tubo. En la figura con los tres 
vectores, la longitud de la flecha que representa la 
fuerza gravitacional, Fg, es proporcional a la 
magnitud de esa fuerza, y las longitudes de las 
flechas que representan los dos componentes, j; y 
fn, son proporcionales a las magnitudes de esos 
componentes. Utilizando un diagrama qJie mues­
tra la descomposici6n de un vector en sus compo­
nentes se hace mas facil formarse una imagen de la 
siguiente regla general: la magnitud del compo­
nente de un vector en una direcci6n dada se obtiene 
multiplicando la magnitud del vector por el coseno 
del angulo entre la direcci6n del vector y la direc­
cion en la cual se toma el componente. 

(6) 

"• ----~ 

toe---- Al ---et 

distancia l .-

p, - p, = cambio de presion, Ap = dp x Al 
dl 

Regrese a Ia Seccion 31 y elija otra respuesta. 

F, 

Regrese a Ia Seccion 33 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en Ia Secci6n 28, 

Q - dh ----K--, 
A dl 

es correcta. Esta relacion entre caudal especifico 
y gradiente de carga, o gradiente hidniulica, dhl dl 
fue obtenida experimentalmente por Henry Darcy 
(1856) y se conoce como Ia Ley de Darcy para 
flujo en medios porosos. La constante K, como es 
comunmente usada en el Servicio Geol6gico de 
los E.E.U.U., es denominada conductividad 
hidraulica y tiene dimensiones de velocidad. Tam­
bien en esta organizaci6n, Ia constante k es deno­
minada permeabilidad intrinseca; sus dimensiones 
son (longitudY y sus unidades dependen de las uni­
dades de densidad y viscosidad empleadas. Para 
su uso en el Servicio Geol6gico de los E.E. U. U ., 
donde e se mide en kg I m\ g se mide en m I sZ, y p, 

en kgl(ms), k tendria unidades de m2
• 

Como se observa en Ia Secci6n 28, Ia conducti­
vidad hidniulica, K, esta relacionada con la perme­
abilidad intrinseca k, mediante Ia ecuaci6n 

K =k___g_g_ 
p, 

en Ia cual e es la densidad del fluido, p, es la vis­
cosidad dinamica del fluido y g es Ia constante gra­
vitacional. De este modo la conductividad hidrau­
lica incorpora dos propiedades del fluido y por lo 
tanto no puede ser considerada una propiedad del 
medio poroso por si sola. Por otra parte, Ia per:­
meabilidad intrinseca es comunmente considerada 
como una propiedad unica del medio poroso. En 
sistemas de aguas subterraneas, las variaciones en 
densidad son generalmente asociadas con las varia­
ciones en el contenido de minerales disueltos en el 
agua, minetras que las variaciones en Ia viscosidad se 

Su respuesta, p1nA, en Ia Secci6n 1 es correcta. El 
area total de Ia seccion de la cara superior (agua arri­
ba) del segmento es A. Si suponemos que la 
relaci6n entre el area del fluido y el area total es igual 
a la porosidad, el area del fluido de Ia cara superior 
es nA. Entonces la presion, o fuerza por unidad de 
area, multiplicada por el area del fluido nos da la 
fuerza total en el elemento del fluido a traves de Ia 
cara superior. Similarmente, si P2 es la presion del 

deben generalmente a cambios en la temperatura. 
Entonces es preferible utilizar Ia permeabilidad in­
trinseca en caso que implican variaciones 
significativas del contenido mineral o de la 
temperatura del agua. 

Toda la teoria de flujo continuo en medios 
porosos esta basada en la Ley de Darcy. Para el 
trato de movimiento en tres dimensiones esta ley 
puede ser expresada en terminos mas generales. 
Algunos de estos son considerados en Ia discusi6n 
tipo texto al final de este capitulo. El desarrollo 
presentado en este capitulo implica · numerosas 
hipotesis arbitrarias y por lo tanto no debe ser con­
siderado como uma derivaci6n te6rica de la Ley de 
Darcy. Sirve unicamente para ilustrar, en forma 
general, el significado fisico de los terminos que se 
presentan en la ley. 

PREGUNTA 

Analice las siguientes proposiciones: 
(a) El agua subterranea fluye de elevaciones mas 

altas a elevaciones mas bajas. 
(b) El agua subterranea fluye en la direcci6n en 

que disminuye la presion. 
(c) El agua subterranea se mueve en Ia direccion 

en que disminuye la carga. 
De acuerdo a Ia Ley de Darcy tal como se expone 

en este capitulo, l,CUcil , de estas afirmaciones se 
deberian considerar correctas? 

Las tres 
(b) y (c) pero no (a) 
solamente (c) 

Pase a Ia Seccion: 

29 
13 
21 

(7) 

fluido en la cara inferior (agua abajo), P2nA nos da 
Ia magnitud de la fuerza ejercida por el elemento 
adyacente sobre esa cara inferior del elemento del 
fluido. 

(8) 
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PREGUNTA 

Supongamos que la presi6n Pt es mayor que la 
presi6n P2. ;, Cua.I de las siguientes expresiones 
seria la mejor representacion de la fuerza neta de 
presi6n sobre el elemento en la direcci6n del flujo? 

Su respuesta en la Seccion 28 es incorrecta. 
Observamos en la Parte I que la carga, h, se dio por 

(9) 

h = _p_ + z. 
eg 

Su respuesta en la Secci6n 11 es incorrecta. 
Hemos obtenido expresiones para dos fuerzas 
actuando en la direcci6n del flujo-la fuerza neta 
de presi6n, que fue calculada como la diferencia 
entre las fuerzas ejercidas por elementos del fluido 
adjacente sobre las caras superior e inferior del 
elemento (ver Secci6n 26) y el componente de la 

(10) 

Su respuesta, 
.dz 

e • n • .dl • A • g -­
.dl ' 

en la seccion 35 es correcta . .dz/ .dl es el equivalente 
de cos 'Y y solamente indica el cambio en elevacion 
por unidad de distancia a /o largo de Ia lfnea de 
flujo. (0 sea que no es lo mismo que la pendiente 
la cual por definicion es el cambio en elevacion 
por unidad de distancia horizontal.) En notacion 

(11) 

Pase a Ia Secclon: 

PtnA + P2nA 
(p1nA + P2nA)/2 
PtnA - P2nA 

23 
12 
31 

(8)-Con. 

Por consiguiente 

dh d(pleg) 

dl dl 

dz 
+ dl . 

Utilice esta expresion para elegir otra respuesta a 
Ia pregunta de Ia Seccion 28. 

fuerza gravitacional en la direcci6n del flujo (ver 
Secci6n 11). La pregunta requiere la fuerza neta 
combinada debida a la presi6n y gravedad. Las 
fuerzas se combinan por medio de sumas vecto­
riales. En este caso, sin embargo, la fuerza neta de 
presion y el componente de gravedad que conside­
ramos estan orientados en la misma direccion- en 
la direccion del flujo. En este caso la suma vecto­
rial pasa a ser una simple suma de las magnitudes 
de los dos terminos. 

Regrese a Ia Seccion 11 y elija otra respuesta. 

de calculo, .dzl .dl se representaria por la derivada, 
dzl dl, implicando el valor limitante de la relaci6n 
.dzl .dl cuando se to man valores mas pequefios de 
.dl. Si z disminuye en la direcci6n del flujo-o sea, 
si dzl dl es negativa, el componente de la fuerza a 
lo largo del tubo debeni ser positivo u orientado en 
la direcci6n del flujo. Si z aumenta en la direcci6n 
del flujo, o sea, si dzldl es positiva, esta fuerza 
debera ser negativa u orientada contra el flujo. 
Por lo tanto introducimos un signo negativo asi 
finalmente tendremos 

/z=-e•n•A •.dl•g• dz, 
dl 
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donde fz es el componente de la fuerza gravita­
cional paralelo al tubo como en la Seccion 33. La 
fuerza total que impulsa el flujo es la suma de este 
componente gravitacional y la fuerza de presion. 

PREGUNTA 

i Cual de las siguientes expresiones daria la 
fuerza neta sobre el fluido, causada por la presi6n 
y la gravedad? 

Su respuesta en la Secci6n 8 es incorrecta. La 
expresi6n (p1nA + plnA)/2 sera aproximada­
mente igual a la fuerza en la direcci6n del flujo 
para una seccion de area transversal tomada en el 
punto medio de nuestro elemento liquido. Su res­
puesta no proporciona la fuerza neta sobre el 
mismo elemento en la direcci6n del flujo. 

El elemento del fluido se extiende a lo largo del 
tubo por una distancia corta. Sobre esta distancia, 
la presion disminuye de Pt en la cara superior (agua 
arriba) a P2 en la cara inferior (agua abajo ). La fuer­
za sobre el elemento en la cara superior (agua ariba) 
es la fuerza que actua en la direccion del flujo; la 
fuerza sobre el elemento en la cara inferior es la fuer-

Su respuesta en la Secci6n 7 es incorrecta. El 
agua subterranea percola del nivel del agua hacia 
abajo. La presi6n es mayor en profundidad que al 
nivel del agua, asi que en estos casos el agua se 
mueve en la direcci6n hacia donde la presi6n 
aumenta. Observe que la Ley de Darcy relaciona 

Su respuesta en la Secci6n 31 es incorrecta. 
Hemos visto que la fuerza neta de la presi6n es 
igual a - t:..pnA. Su respuesta no puede ser igual a 
esta fuerza y a t:..p(dpldl)nA (a menos que dp/dl 
sea igual a - 1, en un caso particular). 

Deseamos sustituir una expresi6n que incluya la 
derivada,dp/ d/, en Iugar del termino de cambia de 
presi6n, - t:..p. Para obtener una expresi6n para 
un cambia, o un incremento de una derivada, es 
necesario multiplicar la derivada- o sea, la pro-

Pase a Ia Secci6n: 

( 
- dp - eg dz ) t:..l • n • A 

dl dl 
19 

- dp cos -y + Q • n • t:..l • A • g • _!!!:__ 
dl dl 

24 

dz dp -e · n • t:..l· A· g • -- - --
dl dl 

10 

Con.-(11) 

za que act1m contra la direccion del flujo. Es decir, 
una fuerza de contencion del fluido adjacente contra 
el elemento fluido que consideramos. Su magnitud 
se da nuevamente como un producto de la presion, 
la porosidad y el area de la car a, p2nA, pero ahora 
introducimos un signo negativo para explicar el 
hecho que esta fuerza actua en oposicion a la fuerza 
previamente considerada. La fuerza neta en la direc­
cion de flujo se obtiene por la suma algebraica de las 
dos fuerzas. 

Regrese a Ia Seccion 8 y elija otra respuesta. 

(12) 

flujo por unidad de area a la gradiente de carga, 
no a la gradiente de presion. 

Regrese a Ia Seccion 7 y elija otra respuesta. 

(13) 

porci6n de cambia por unidad de distancia-por 
la distancia sobre la cual el incremento o cambia 
ocurre. Por ejemplo, el diagrama muestra un gra­
fico de la presi6n versus la distancia. La pendiente 
de este grafico es la derivada, dpldl. Si deseamos 
obtener el cambia en la presi6n P2 - Pt producido 

(14) 
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sobre el intervalo Iii, tendremos que multiplicar Ia 
magnitud del cambio por unidad de distancia 
dp/dl, porIa distancia Iii. Como realmente necesi­
tamos Ia parte negativa de esta cantidad, P1 - p2, 
introducimos el signo negativo. (Como se observa 
en el grafico, P1 es mayor que p2-la presi6n de­
crece en Ia direcci6n del flujo, /. La derivada de Ia 
presi6n con respecto a Ia distancia, dpl dl, es por 
lo tanto una cantidad negativa de por si- o sea que 
el gnifico tiene una pendiente negativa. Incluyendo 
otro signo negativo, obtendremos un resultado 
positivo para el termino P1 - P2·) 

(14)-Con. 

Su respuesta, m = e • Iii • n • A, en Ia Seccion 
26 es correcta. El producto de la densidad de masa 
Q, multiplicado por el volumen de fluido, n • fl./ • A , 
donde n es Ia porosidad, produce Ia masa del fluido. 
Por lo tanto, Ia magnitud de la fuerza total de 
gravedad en el elemento liquido seni e • Iii n • A • g. 
Esta fuerza gravitacional actua verticalmente 
hacia abajo. Sin embargo, fuerza es una cantidad 
vectorial y como tal puede ser descompuesta en dos 
componentes actuando en otras direcciones. 

PREGUNTA 

La figura muestra nuevamente el sistema de 
flujo 1QUe hemos postulado. 1,Cual de las siguientes 
afirmaciones es correcta? 

(15) 

Su respuesta en Ia Secci6n 1 es incorrecta. La 
fuerza sobre el elemento sera producida por Ia pre­
si6n, o fuerza por unidad de area, multiplicada 

(16) 

P2 ----

dp 
-= 

/ dl 

pendiente 
del gnifico 

14---~-- Al -----1 

distancia ' z-

P2 - P1 = cambio de presi6n, tJ.p = dp x ill 
dl 

Regrese a Ia Seccion 31 y elija otra respuesta. 

Pase a Ia Secclon: 

La fuerza gravitacional total produce 
flujo a lo largo del tubo. 

Solo el componente de Ia fuerza gravi­
tacional paralelo al eje del tubo con­
tribuye al flujo a lo largo del mismo. 

Solo el componente horizontal de Ia 
fuerza gravitacional contribuye al 
flujo a lo largo del tubo. 

22 

33 

18 

por el area del fluido contra el cual se ejerce Ia pre:­
sion. 

Regrese a Ia Secci6n 1 y elija otra respuesta. 



PARTE II. LA LEY DE DARCY 21 

Su respuesta en la Secci6n 26 es incorrecta. El 
termino, e • A/• A, daria Ia masa de un elemento 
fluido de volumen A/ • A. Sin embargo, en nues­
tro problema, solamente una parte del volumen 
A/ • A es ocupado por el fluido; . el remanente es 
ocupa.do por granos s6lidos de arena, por lo tanto 
el volumen real del fluido es men or que A/ • A. 

Su respuesta en Ia Secci6n 15 es incorrecta. La 
gravedad, como Ia consideramos, no tiene compo­
nente horizontal. Ningun vector puede tener un 
componente perpendicular a su propia direcci6n. 
En nuestro caso consideramos que el vector de 
fuerza gravitacional, Fg, esta siempre dirigido ver­
ticalmente hacia abajo, entonces no puede haber 
componente horizontal para esta fuerza. 

La figura muestra el vector fuerza gravitacional 
descompuesto en dos fuerzas-una paralela a Ia 
direcci6n del flujo, };, y otra perpendicular a Ia 
direcci6n del flujo, f,. La velocidad misma del 
fluido puede ser considerada un vector. Como tal, 
no tiene componente en Ia direcci6n de fn, perpen­
dicular al tubo- y un componente de fuerza 

Su respuesta en Ia Secci6n 11, 

( 
dp dz) 

- - - eg - AI· n • A 
dl dl ' 

es correcta. La fuerza neta por unidad de volumen 
del fluido causada por Ia presion y gravedad seria 

( 
dp dz) 

- dl + eg dt ' 

puesto que A/ • n • A da el volumen del elemento 
fluido. 

Nuestra intenci6q en este desarrollo es igualar Ia 
fuerza neta que induce el flujo a Ia fuerza de fric­
ci6n que lo resiste. Lo que haremos es obtener Ia 
suma vectorial de estas fuerzas opuestas y Ia igua­
laremos a cero. La ecuaci6n resultante sera una 
expresi6n de Ia Ley de Darcy. Hemcs obtenido 
una expresi6n para Ia fuerza neta que produce 
flujo. Ahora consideramos Ia fuerza opuesta al 
movimiento. Esta fuerza es causada principal-

Regrese a Ia Seccion 26 y elija otra respuesta. 

(17) 

perpendicular al tubo no podria contribuir en forma 
alguna a Ia velocidad del fluido. 

Regrese a Ia Seccion 15 y elija otra respuesta. 

(18) 

mente por Ia fricci6n entre el fluido en movi­
miento y el medio poroso. En algunos sistemas de 
Ia mecanica- por ejemplo en el caso de una 
particula moviendose a traves de un liquido 
viscoso a una velocidad moderada-la fuerza de 
fricci6n es proporcional a Ia velocidad de movi­
miento. Por analogia asuminos una relaci6n simi­
lar valida para nuestro elemento del fluido. Sin 
embargo, como se indica en Ia Parte I, la veloci­
dad real (poro) varia de un pun to a otro y es dificil 
o imposible de determinar. Entonces, para ser 
practices consideramos que Ia fuerza friccional en 
nuestro elemento liquido es proporcional a Ia des­
carga especifica, o flujo por unidad de area de sec­
ci6n transversal a traves del material poroso. (Ver 
Ia Secci6n 14, Parte 1.) La descarga especifica que 
tier:e dimensiones de velocidad (y entonces apa­
renta ser una forma de velocidad), es deter~inada 
por la distribuci6n estadistica de las velocidades en 

(19) 
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los poros dentro del elemento'· fluido. Por esto 
estamos en efecto asuiniendo que Ia fuerza total 
de fricci6n sobre este elemento es determinada del 
mismo modo por Ia distribuci6n estadistica de las 
velocidades en los poros. Ademas,asuminos que Ia 
fuerza total de fricci6n en el elemento del fluido es 
proporcional al volumen del fluido en el elemento, 
si suponemos que el area total de contacto s6lido­
fluido dentro del elemento y por lo tanto Ia fuerza 
de fricci6n sobre el mismo aumenta en proporci6n 
a su volumen. Finalmente, asuminos que Ia fuerza 
de retardo es proporcional a Ia viscosidad dinamica 
del fluido, puesto que se espera que un fluido de 
baja viscosidad pase mas facilmente a traves de un 
medio poroso que un liquido de alta viscosidad. 

PREGUNTA 

Siguiendo las diferentes consideraciones explica­
das anteriormente, ;.curu de las siguientes expre­
siones eligiria como Ia mas representativa de las 
fuerzas de fricci6n sobre el elemento fluido de Ia 
Secci6n I ( descrito nuevamente en el diagrama) 

(19)-Con. 

Su respuesta en Ia Secci6n 19, 

es correcta. El signo negativo se emplea para indi­
car que Ia fuerza de fricci6n retardante actuara en 
direcci6n opuesta al movimiento del fluido. Supo­
nemos que el movimiento del fluido es uniforme­
o sea, que Ia velocidad del fluido no cambia con el 
tiempo. En otras palabras, no existe acceleraci6n 
en este movimiento. Bajo estas condiciones, las 
fuerzas que producen el movimiento deberan estar 
en equilibria con las fuerzas retardantes de fric­
ci6n. La suma vectorial de estas fuerzas debera 
por lo tanto ser igual a cero. Debido a que los 
componentes de fuerza que contribuyen al movi­
miento estan orientados a lo largo del tubo, esta 
suma es simplemente una suma algebraica. 

(20) 

I 
I 
I 
I 

1 

1 

I 
I 
I 
I 
2 

- - p.Q(Ill • n • A) 
k 

- ~ p.(lll • n • A) ~ 

Tubo relleno 
con arena 

Porosidad = n 

Pase a Ia Seccl6n: 

2 

34 

20 

donde 1 I k indica una constante de proporcionali­
dad; p. es Ia viscosidad dinamica del fluido, y Q es Ia 
descarga a traves del tubo. 

PREGUNTA 

Hemos observado que Ia fuerza neta que actua e 
impulsa el elemento liquido- o se, Ia fuerza neta 
en Ia direcci6n del flujo debido tanto a Ia presi6n 
como a Ia gravedad-se da por 

( 
dp dz ) - & + eg (jf Ill • n • A. 

Sup6ngase que tomamos Ia suma algebraica de 
esta fuerza y ~a fuerza retardante e igualamos esta 
suma a cero. l. Cual de las siguientes ecuaciones 
podra ser establecida a causa de este resultado? 

Pase a Ia Seccl6n: 

dp + eg dz + _1!:_ • Q =Ill • n • A 
dl dl k A 

36 

28 

27 
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Su respuesta en Ia Secci6n 7 es correcta. La Ley 
de Darcy, como una ecuaci6n que contiene una 
derivada, es en realidad una ecuaci6n diferencial. 
Relaciona flujo por unidad de area a Ia energia 
consumida por unidad de distancia por fricci6n. 
Se pueden reconocer analogias entre Ia Ley de 
Darcy y las ecuaciones diferenciales que rigen el 
flujo constante de electricidad o calor. La conduc­
tividad hidraulica,K, es semejante a las conductivi­
dades electrica o termica; mientras que el potencial 
hidniulico, h, es un potencial similar a Ia tempera­
tura o al voltage. (Para ser mas preciso, el termino 

Su respuesta en Ia Secci6n 15 es incorrecta. El 
diagrama muestra el vector fuerza gravitacional, 
Fg, descompuesto en dos fuerzas, una paralela a Ia 
direcci6n del flujo, j;, y Ia otra perpendicular a Ia 
misma, f,. Si el flujo fuera vertical hacia abajo, es 
decir colinear con F'g, Ia fuerza gravitacional 
total podria producir flujo. Sin embargo, en esta 
situaci6n, un componente de Ia fuerza gravitacional, 
f,, o aquel perpendicular al flujo, es anulado por las 
fuerzas estaticas ejercidas por las paredes del tubo. 
Tomando otro punto de vista,podemos observar que 
Ia velocidad del flujo misma es un vector en Ia direc­
ci6n /. Ningun vector puede tener un componente 
perpendicular a su propia tlirecci6n, asi que el vector 
velocidad no tiene componente en Ia direcci6n de f,. 
Dicha fuerza por lo 'tanto, no puede contribuir a Ia 

Su respuesta en Ia Secci6n 8 es incorrecta. La 
presi6n en un punto del fluido es una cantidad 
escalar, no tiene caracter direccional y decimos 
que "actua en todas las direcciones". Sin em­
bargo, si escogemos cualquier secci6n de area 
transversal pequefia dentro del fluido, podemos 
medir una fuerza contra esta area atribuible a Ia 
presi6n, sin relaci6n a Ia orientaci6n del area. Esta 
fuerza es un vector, o sea una cantidad dirigida; 
actua en direcci6n perpendicular al area pequefia y 
tiene una dimensi6n igual al producto de Ia pre­
si6n por el area. En el ejemplo de las Secciones 1 y 
8, consideramos la presi6n en dos puntos, en las 
caras superior y inferior del fluido . En la cara 
superior se escribe una expresi6n p 1nA para la mag­
nitud de Ia fuerza en Ia direcci6n del flujo. En la 

Kh constituye un potencial de velocidad del agua 
subterranea-es decir, una funci6n cuya derivada 
produce Ia velocidad del flujo-siempre que el 
fluido y el medio pmoso sean ambos homogeneos 
y que el medio sea isotr6pico.) 

Aqui termina el programa de Ia Parte D. Consi­
deraciones en forma de texto en relaci6n a las 
generalizaciones de Ia Ley de Darcy comienzan a 
continuaci6n de Ia Secci6n 37. 

(21) 

velocidad del fluido. 
Regrese a Ia Secci6n 15 y elija otra respuesta. 

(22) 

cara inferior estamos interesados en una fuerza en 
contra del flujo-es decir, que actua en direcci6n 
opuesta al flujo. La magnitud de esta fuerza es 
nuevamente obtenida como un producto de Ia 
presion, Ia porosidad y el area de Ia car a p2nA; pero 
como estamos interesados en la fuerza que actua 
contra el flujo, o en la direcci6n opuesta ala fuerza 
original, introducimos un signo negativo. La fuerza 
neta en el elemento fluido a lo largo del tubo puede 
obtenerse ahora por adici6n algebraica de las expre­
siones de las dos fuerzas. 

Regrese a Ia Secci6n 8 y elija otra respuesta. 

(23) 
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Su respuesta en Ia Secci6n 11 es incorrecta. El 
prop6sito es simplemente combinar las expre­
siones obtenidas para Ia fuerza neta de presi6n 
(ver Secci6n 26) y para el componente de Ia fuerza 
gravitacional paralela al tubo (ver Secci6n 11). Las 
fuerzas son siempre combinadas por medio de 

(24) 

Su respuesta en Ia Secci6n 1 es incorrecta. Si 
consideramos flujo libre en el tubo, Ia fuerza 
sobre el elemento fluido sera dada por el termino, 

(25) 

Su respuesta en la Secci6n 31, 

dp 
--~I· n • A dl • 

es correcta. La gradiente o derivada de Ia presi6n, 
dp/ dl, multiplicada por el intervalo de longitud ~I 
da el cambio en presi6n, P2 - P1, que occurre en 
ese intervalo. Como necesitamos el termino,p1 -
P2, utilizamos un signo negativo. Este termino 
multiplicado por el area del fluido, nA, da la 
fuerza neta de presi6n sobre el elemento. 

En este capitulo,nuestro prop6sito es desarrollar 
la Ley de Darcy igualando las fuerzas impulsoras 
de flujo con las fuerzas friccionales que retardan 
el mi:smo. Hemos considerado Ia fuerza de presi6n 
que es una de las fuerzas causantes de flujo. Ade­
mas de esta fuerza de presi6n, el elemento fluido 
es tambien influi~o por la fuerza de gravedad. El 
producto de la aceleraci6n debida a la gravedad y 

(26) 

suma de vectores. Sin embargo, en este caso, los 
vectores en consideraci6n estan orientados en Ia 
misma direcci6n. Es decir, tanto Ia fuerza neta de 
presi6n como el componente de Ia fuerza gravita­
cional estan orientados en Ia direcci6n del flujo. 
Por lo tanto en este caso,la suma vectorial es igual 
a una simple suma escalar de las magnitudes de los 
dos componentes. 

Regrese a Ia Seccion 11 y elija otra respuesta. 

p 1A. Aqui sin embargo, parte del area A es ocu­
pada por granos s6lidos de arena y el resto por la 
cara superior del elemento fluido. Para nuestros 
resultados, asumimos que la relaci6n del area de 
fluido con el area total es i'gual a la porosidad n. 

Regrese a Ia Seccion 1 y elija otr~t respuesta. 

. . 41 

. A)S7~ 
· ~ ,: Tubo lleno 

. /Z_____ con arena 

1 Porosidad = n 
I 
2 

Ia masa, m, del fluido en el elemento nos da la 
fuerza gravitacional total sobre el mismo. 

PREGUNTA 

Para la masa del fluido en nuestro elemento 
(mostrado en el diagrama), l,CUal de las siguientes 
ecuaciones es correcta? 

m = ~I· n • A 
m = e ·~I· A 
m = e • ~I • n • A 

Pase a Ia Seccion: 

3 
17 
15 
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Su respuesta 

( 
dp + eg dz ) ill • n • A = J!:.... Q , 
dl dl k A 

en Ia Secci6n 20 es incorrecta. Cada uno de los H:r­
minos de fuerza-la fuerza neta de impulsi6n y Ia 
fuerza retardante-contiene Ia expresi6n ill • n • A 

Su respuesta en Ia Secci6n 20, 

k ( dp dz ) 
---; & + eg dl 

Q 
=-' 

A 

es correcta. Para el caso de un fluido de densidad 
y viscosidad uniformes, los terminos JJ- y e son 
constantes y pueden ser combinadas con las otras 
constantes en el problema para formar una nueva 
constante, K, definida como 

Utilizando esta nueva constante podemos escri­
bir nuestra ecuaci6n de Ia siguiente forma 

-K (-1- dp + dz) = g. 
eg dt dt A 

PREGUNTA 

Teniendo en cuenta que el termino 1 I eg es una 
constante, de manera que 

Nivel de saturaci6n 

f. Tubo U relleno con arena 

Salida 

........ 

que representa el volumen de fluido en el elemento. 
Cuando se combinan estos terminos de fuerza y Ia 
suma se iguala a cero, el termino ill • n • A puede 
ser excluido de Ia ecuaci6n. 

Regrese a Ia Seccion 20 y elija otra respuesta. 

(27) 

dp 
----

eg dt 

;,emil de las siguientes ecuaciones constituye una ex­
presion valida para Ia ecuaci6n que se mostr6 
anteriormente? 

Pase a Ia Seccl6n: 

Q = -K dh 
A {j/ 

7 

g = -K ( dp + dz) 
A dl dl 

9 

~ = - K ( elg : + :~ ) 30 

h representa Ia carga definida en Ia Parte I-la 
cual es 

p 
h=-+z. 

eg 

(28) 

Su respuesta en Ia Secci6n 7 es incorrecta. El 
agua subterr[mea frecuentemente se descarga 
bacia arriba, en valles de rios y arroyos. En Ia 
figura, el flujo ascendente ocurre en el tramo 
corto del tubo en forma de -U. Por lo tanto, el 
planteo (a) de Ia Secci6n 7 no es siempre cierto. 

Regrese a Ia Seccion 7 y elija otra respuesta. 

(29) 
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Su respuesta en la Secci6n 28 es incorrecta. 
Explicamos en la Parte I que la carga hidraulica, 
h, se obtuvo por 

(30) 

p 
h=- +z. 

eg 

Su respuesta en Ia Seccion 8 es correcta. La fuerza 
neta en Ia direccion del flujo se obtiene por la 
diferencia entre las dos fuerzas opuestas ejercidas 
sobre las caras del elemento, por los elementos ad­
jacentes al fluido. Podriamos ahora factorizar el ter­
mino comun nA y obtener como nuestra expresion 
para la fuerza neta de Ia presion (p1 - p 2)nA, o 
- tJ.pnA, don de dp indica Ia pequefia diferencia en 
presion, P2 - P1, entre las dos caras del elemento. 

Debido a que la presi6n varia de un pun to a otro 
dentro de nuestro sistema, podremos hablar de 
una gradiente de presi6n que es Ia proporci6n de 
cambio de Ia presi6n con Ia distancia, /, a lo cargo 
de Ia linea de flujo. Esta gradiente puede ser 
expresada en Iibras por pulgadas al cuadrado (de 
presi6n) por pie (de distancia). Se representa por el 
simbolo dp/ dl y es referida como la derivada de Ia 
presi6n con respecto a Ia distancia en Ia direcci6n 
I. Si construimos un grafico de presi6n versus dis­
tancia, dp/dl representaria Ia pendiente del gnifico. 

PREGUNTA 

t,Cual de las siguientes expresiones es aproxima­
damente equivalente a Ia fuerza neta de presi6n, 

(31) 

Su respuesta, e • n • tJ.I • A • g • sin')', en la 
Secci6n 35 es incorrecta. Ya hemos visto que Ia 
magnitud de nuestro componente de fuerza se 
obtiene por e • n • tJ.I • A • g • cos 'Y. En Ia respuesta 
que ha escogido, sin 'Y ha sido sustituido por cos 'Y 

(32) 

La derivada de h con respecto a Ia distancia, /, se ob­
tiene por lo tanto como 

dh 

dl 
= 

Utilizando esta relacion, regrese a Ia Seccion 28 y eli­
ja otra respuesta. 

I 
I 
I 
I 

1 
t 

Presion =p1 

I 
I 
I 
I 
2 
t 

Presion ~p2 

TuboUeno 
con arena 

Porosidad = n 

- tJ.pnA, sobre nuestro elemento fluido? 
(mostrado nuevamente en el diagrama) 

dp 
-- tJ.I• n • A 

dl 

dp 
-- nA 

dl 

dp 
tJ.p-nA 

dl 

Pase a Ia Secclon: 

26 

5 

14 

en nuestra expresi6n original y esto podria ser 
'cierto s6lo para un valor particular del angulo 'Y. 
Sin embargo, el prop6sito de esta pregunta es 
encontrar un termino equivalente para cos 'Y y sus:­
tituirlo por el componente de fuerza en nuestra 
expresi6n anterior. 

Regrese a Ia Seccion 35 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en la Secci6n 15 es correcta; podri­
amos descomponer la fuerza gravitacional, F, en 
dos fuerzas ortogonales, j; y fn, paralela y per­
pendicular al eje del tubo respectivamente. Como 
se muestra en la figura, no hay movimiento per­
pendicular al tubo; el componente de la fuerza 
gravitacional en esta direcci6n es anulado por las 
fuerzas estaticas ejercidas contra el fluido por las 
paredes del tubo. El componente paralelo al tubo 
contribuye al movimiento y debe ser tornado en 
cuenta en las ecuaciones que describen el flujo. 

PREGUNTA 

La magnitud de la fuerza gravitacional total 
hacia el elemento se obtiene de la masa del ele­
mento multiplicada por la aceleraci6n causada por 
la gravedad; es decir F, = mg, donde m, es la 
masa del elemento fluido. En referenda al dia­
grama mostrado, ;,emil de las siguientes expresiones 
da la magnitud del componente de Ia fuerza gravita­
cional paralelo al eje del tubo? 

Su respuesta en Ia Secci6n 19, 

1 Q2p. 

k AI • n • A 

es incorrecta. Asumimos que Ia fuerza retardante 
seria proporcional en alguna forma a Ia viscosidad 
dinamica (p.), al volumen del fluido en el elemento 
(AI • n • A), y al caudal especifico o flujo por 
unidad de area (Q/ A). Su respuesta presenta Ia 

Su respuesta, e • n • AI • A • g • cos-y, en Ia 
Secci6n 33 es correcta. La masa del elemento 
fluido, como hemos vis to es e • n • AI • A; al 
multiplicar por Ia aceleraci6n, g, se obtiene Ia fuerza 
gravitacional total sobre el elemento. El componente 
de esta fuerza paralelo al tubo como se indica en el 
diagrama vectorial se obtendra multiplicando la 
fuerza total por el coseno de 'Y. 

PREGUNTA 

Supongamos que dibujamos un pequefio trian­
gulo rectangulo, tomando Ia hipotenusa A/, como 
Ia longitud de nuestro elemento fluido, y construi-

j; = e • n • AI • A • g 

j; e • n • AI • A • g • cos 'Y 
j; = n • AI • A • g • tan >.. 

Pase a Ia Seccl6n: 

6 
35 
37 

(33) 

fuerza retardante como proporcional al cuadrado 
de Ia descarga del fluido, lo cual puede ser compa­
tible con dichas hip6tesis, pero inversamente propor­
cional al volumen del fluido en el elemento, que es 
incompatible con nuestras suposiciones. 

Regrese a Ia Seccion 19 y elija otra respuesta. 

(34) 

F, 

(35) 
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I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I I 

1'-----4t / 
I . ----t' 

/ I 

I 
I 
I 

(35)-Con. 

Su respuesta en Ia Secci6n 20 es incorrecta. Si Ia 
suma de las expresiones de las dos fuerzas se iguala 
a cero, tenemos 

( dp + eg dz ) (til • n • A) 
dl dl 

1 Q k p,(til • n • A) A = 0. 

(36) 

Su respuesta en Ia Secci6n 33 es incorrecta. La 
fuerza gravitacional total sobre el elemento se da 
por mg, donde m es Ia masa del fluido en el ele­
mento y g es Ia aceleraci6n causada por Ia grave­
dad. La masa del fluido en el elemento, es a su 
vez dada por el volumen del · fluido en el elemento 

F, 

(37) 

mos los dos lados ~ y ax, como en el diagrama. 
;, Cual de las siguientes expresiones podria ser utili­
zada para Ia magnitud (sin relaci6n al signo) del 
componente de Ia fuerza gravitacional paralelo al 
flujo? 

Pase a Ia Seccl6n: 

e • n • til • A • g • sin 'Y 

e • n • A • g • ~ (tix) 2 + (tiz) 2 

e • n • til • A • g • 
tiz 

til 

32 

4 

11 

Podriamos dividir por el termino ti' • n • A, que 
representa el volumen del fluido en el elemento y 
reordenar Ia ecuaci6n resultante para obtener el 
resultado requerido . 

Regrese a Ia Seccion 20 y elija otra respuesta. 

multiplicado por la masa por unidad de volumen, 
o densidad de masa del fluido designada como e. 
El volumen del fluido en el elemento, tal como 
hemos visto es n • til • A, donde n es la porosidad. 
La masa por lo tanto es e • n • til • A, y Ia fuerza 
total de gravedad sobre el fluido es dada por 

~ = e • n • til • A • g . 

Se requiere que el componente de esta fuerza gravita­
cional sea paralelo al eje del tubo. El esquema 
muestra un diagrama vectorial en el cualla longitud 
de cada flecha es proporcional a Ia fuerza o al com­
ponente que representa. La fuerza gravitacional esta 
representada por Ia flecha F8 y los componentes 
estan representados por las flechas }; y f,.. Con­
sideraciones geometricas permiten formarse una idea 
general para Ia resoluci6n de un vector en dos com­
ponentes. La magnitud del componente de un vector 
en una direcci6n dada es el producto de la magnitud 
del vector y el coseno del angulo entre la direcci6n 
del vector y la direcci6n dada. 

Regrese a Ia Seccion 33 y elija otra respuesta. 



Generalizaciones 
de Ia Ley de Darcy 

La f6rmula de Ia Ley de Darcy considerada en el 
programa anterior es util unicamente para el flujo 
unidimensional. Las consideraciones en esta sec­
ci6n muestran, con un enfoque general, Ia manera 
como Ia Ley de Darcy se aplica a situaciones mas 
complejas. La notaci6n vectorial se utiliza para 
reducir Ia presentaci6n y esta dirigida principal­
mente a los lectores familiarizados con esta nota­
ci6n. Aquellos conceptos esenciales para el mate­
rial incluido posteriormente en este programa 
seran estudiados nuevamente segun sean requeri­
dos durante el proceso-sin el uso de notaci6n 
vectorial. El material que se presenta aqui no es 
dificil y para los lectores no familiarizados con Ia 
notaci6n vectorialles sera posible analizar los pro­
cesos matematicos consultando textos sobre anali­
sis vectorial. Sin embargo, quienes prefieran 
pueden simplemente leer esta secci6n para familia­
rizarse con los aspectos cualitativos del material y 
pasar directamente a Ia Parte III. 

Para el flujo tridimensional consideramos el 
caudal q, 6 Q/ A, como una cantidad vectorial; 
con los componenentes iqx, jqy y kq: en las tres direc­
ciones de las coordenadas. Los vectores i, j y k 
representan las unidades vectoriales chisicas en el sis­
tema cartesiano. Consideramos un area pequefia, 
Ax, orientada en angulo recto con el eje de las x 
en un punto 0 y observamos que Ia descarga del 
fluido a traves del area es Qx; el valor limitante de Ia 
relaci6n Qxl Ax, a medida que Ax se reduce bacia el 
punto 0, da el valor de Qx para el punto 0. Qy y q: 
se definen en igual forma para las direcciones y y z 
respectivamente. El caudal especifico en el punto 0 
se da por Ia suma vectorial 

Q = ~ = iqx + jqy + kqz, 

siendo q Ia funci6n de un vector en un punto dado; 
su magnitud y direcci6n varian con su ubicaci6n 
en el flujo continuo y con su ubicaci6n y tiempo en 
el flujo no continuo. 

Si el medio poroso es homogeneo e isotr6pico y 
si el fluido es de densidad y viscosidad uniforme, 
los componentes del vector caudal especifico se 
obtienen separadamente por una expresi6n de Ia Ley 
de Darcy, utilizando Ia derivada parcial de carga con 
respecto a Ia distancia en Ia direcci6n en cuesti6n. Es 
decir, los componentes se dan por, 

ah 
Qx = -K --, Qy ax 

ah 
= -K --, Qz ay 

ah 
= -K­az ' 

donde K es Ia conductividad hidraulica. 
Por lo tanto, el vector caudal especifico se obtiene 

en este caso por 

q = - K{i~ + j ~ + k ~) ax ay az 
6 

q = -K'Vh, 

don de V h indica el vector gradiente de carga. 
De esta manera, si el medio es isotr6pico y 

homogeneo, - Kh constituye un potencial de velo­
cidad y los diversos metodos sobre la teoria poten­
cial, como se aplican al estudiar el flujo del calor y 
electricidad, pueden ser utilizados en el estudio del 
movimiento de aguas subterraneas. Debido a que 
el vector caudal especifico es colinear con ~h y es 
orientado en angulo recto a las superficies de igual 
carga, el analisis de Ia red de flujo aparenta ser un 
metodo util para resolver problemas de campo. 

En Ia practica, generalmente no se encuentran 
acuiferos homogeneos e is6tropos. Sin embargo, 
por falta de informacion especifica, los acuiferos 
frecuentemente se consideran homogeneos e is6-
tropos para obtener soluciones iniciales o de apro­
ximaci6n en los problemas de aguas subterraneas. 

Una expresi6n mas general de la Ley de Darcy 
podria representar mejor las condiciones de 
muchos acuiferos, asignando una conductividad 
hidraulica distinta a cada una de las direcciones de 

29 
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las coordenadas. Por lo tanto, la Ley de Darcy 
adquiere la forma 

donde Kx, Ky y K% representan las conductividades 
hidrlmlicas en las direcciones x, y y z respectiva­
mente,y q = iqx + jqy + kq%. 

Esta forma de la Ley de Darcy s6lo puede ser 
aplicada en acuiferos anis6tropos caracterizados 
por 3 ejes principales de conductividad hidrlmlica 
( o permeabilidad) las cuales son reciprocamente 
ortogonales, donde Ia direcci6n de conductividad 
hidraulica maxima forma un angulo recto con la 
direccion de conductividad hidniulica minima. 
Estos ejes deben corresponder con los ejes x, y y z 
utilizados en el analisis. Como condici6n, uno de 
los principales ejes de conductividad debe ser ver­
tical. A menos que el eje z sea tornado en la direc­
ci6n vertical, el termino CJh/EJz no puede ser utili­
zado para representar la suma de la gradiente de 
presi6n vertical y el termino de la fuerza gravita­
cional. 

En este caso de anisotropia se ha demostrado 
facilmente que el vector caudal especifico y las 
lineas de flujo no son ortogonales a las superficies 
de igual carga, ni se satisface la condicion para la 
existencia de un potencial de velocidad. Soluciones 
matematicas formales a los problemas de campo 
son tan faciles de obtener como en el caso is6tropo, 
debido a que una transformaci6n relativamente 
simple de escalas puede introducirse para conver­
tir el sistema anis6tropo a un sistema is6tropo 
equivalente (Muskat, 1937). De este modo el pro­
blema puede ser resuelto en el sistema isotr6pico y 
la solucion transformada a su equivalente en el sis­
tema anisotr6pico original. 

Probablemente la forma mas comun de aniso­
tropia que se encuentra en el campo es la que se 
presenta en material sedimentario estratificado en 
el cualla permeabilidad, o conductividad hidraulica, 
perpendicular a la estratificacion es menor que 
aquella paralela a la misma. Si la estratificacion es 
horizontal, se aplicaria la forma de la Ley de Darcy 
mencionada anteriormente utilizando Kx = Kr La 
anisotropia en este caso es bidimensional, con el eje 
de permeabilidad minima perpendicular a la 
estratificacion y el eje de maxima permeabilidad 
paralela a Ia misma. En muchos casos se supone que 
los acuiferos presentan esta clase de anisotropia sim­
ple bidimensional cuando en realidad se caracterizan 

por estratificacion heterogenea y alteraciones 
discretas de permeabilidad. Este tipo de suposiciones 
que simplifican la situa~ion, frecuentemente per­
miten la obtencion de soluciones aproximadas en 
casos en los cuales otras formas de soluciones no 
fueran posibles. 

Sin embargo, esta forma generalizada de la Ley 
de Darcy resulta inadecuada para muchos proble­
mas. Como por ejemplo, se puede considerar un 
acuifero estratificado con un angulo de buzamiento 
notable que presenta anisotropia bidimensional 
simple. La direccion de la permeabilidad minima, 
perpendicular a la estratificaci6n, en este caso no 
coincide con la vertical. Se podrian elegir nuevas 
coordenadas para conformar nuevas direcciones 
principales de conductividad. Si se procede de este 
modo, el componente del caudal especifico en 
cada una de las nuevas coordenadas se expresara 
en terminos de gradiente de presi6n en la direcci6n 
apropiada, y el componente de la fuerza _gravita-
cional en esa direcci6n. No seria posible reducir la 
ecuaci6n a una forma simple como se dio anterior­
mente, utilizando las derivadas direccionales prin­
cipales de h. Por otra parte, tambien se podria 
mantener el sistema de coordenadas horizontal­
vertica~en cuyo caso el eje principal de conductivi­
dad no coincide con los ejes de las coordenadas. 
En este caso,la conductividad hidniulica debe ser 
expresada como un tensor; el componente de la 
descarga especifica en una direcci6n no dependera 
unicamente de la gradiente de carga en esa direc­
ci6n, sino tambien de la gradiente de carga en 
otras direcciones de las coordenadas. 

Ademas de estas consideraciones sobre acui­
feros anis6tropos, los problemas practicos requie­
ren mucha atenci6n respecto a la heterogeneidad, 
tanto del fluido como del acuifero. Si el acuifero 
es heterogeneo, la conductividad hidraulica debe 
ser considerada como una funci6n de las coorde­
nadas espaciales; en este caso, la conductividad 
hidraulica ( o en algunos casos la permeabilidad 
intrinseca) se define como un tensor que varia de 
acuerdo a su posici6n en el acuifero. 

Si el fluido es heterogeneo, su viscosidad y den­
sidad no pueden ser c:onsideradas como constan­
tes, tal como se expuso en Ia Parte II. Las ecua­
ciones no pueden ser reducidas a terminos de con­
ductividad hidraulica y gradiente de carga; se tiene 
que usarlas en terminos de permeabilidad especifica, 
viscosidad, gradientes de presion y componentes de 
la fuerza gravitacional (las cuales dependen de Ia 
densidad del fluido y variaran con posicion y 



PARTE II. LA LEY DE DARCY 31 

posiblemente con tiempo a medida que la densidad 
del fluido varia). Un caso especial de cierta impor­
tancia es aquel en el cual el acuifero es horizontal; 
con sus ejes principales de permeabilidad en las dir­
recciones x, y y z, con variaciones en la densidad y 
viscosidad del flujo. Para este caso la Ley de Darcy 
podria escribirse 

kx ap -ky ap 
Qx = - ax 'Qy = 

P,x.y.z P,x .y.z ay 
-k% 

( : + e •. , .• g )' q% = 
P,x .y.z 

. y nuevamente 

En estas ecuaciones, k"' ky y k% corresponden a 
las permeabilidades intrinsecas en las direcciones 
x, y y z; ~-'" ·Y · Z esta en funci6n de la viscosidad dina­
mica; ex.y .z esta en funci6n de la densidad; el resto 
de los terminos fueron definidos previamente. 
Como se asume que la gravedad no tiene compo­
nentes en el plano horizontal, Ia densidad no se 
toma en cuenta en las expresiones para q" y qr En 
acuiferos naturales, las variaciones de Ia densidad 
se relacionan particularmente a las varicaciones en 
el contenido de s6lidos disueltos en el agua, mien­
tras que las variaciones en Ia viscosidad se relacio­
nan principalmente con las variaciones de tempe­
ratura de aguas subterraneas. Por lo tanto, las 
ecuaciones expresadas anteriormente son utiles en 
situaciones donde se conocen las variaciones en 
temperatura y calidad del agua en los acuiferos. 



Parte Ill. Aplicacion de I~ Ley de Darcy 
a los Problemas de Campo 

La Ley de Darcy, como se expresa en las con­
sideraciones finales de la Parte II, puede ser 
generalizada para el caso de flujo en tres dimen­
siones; y ser combinada con otras leyes y conceptos 
para desarrollar ecuaciones en problemas 
relativamente complejos en la hidniulica de aguas 
subternineas. Aun en la forma simple desarrollada 

En la Parte II indicamos que la Ley de Darcy es 
una ecuaci6n diferencial, es decir, una ecuaci6n 
que contiene una derivada. Esta nos proporciona 
informaci6n sobre la rapidez de variaci6n de carga 
con la distancia bajo condiciones de flujo conoci­
das. Cuando se trata de problemas de agua subterni­
nea, en general, necesitaremos expresiones que 
relacionen valores de carga, en vez de proporcio­
nes de cambio de carga, a las condiciones de flujo. 
El pasar de una ecuaci6n diferencial que describe 
el regimen de variaci6n de carga, a una ecuaci6n 
algebraica que expresa valores de carga es lo mismo 
que obtener una soluci6n ala ecuaci6n diferencial. 
Existen varias tecnicas para efectuar esta opera­
ci6n que no necesitan ser detalladas aqui. Para 
nuestro caso, sera suficiente reconocer una solu-
ci6n cuando se nos proporciona alguna, es decir, 
poder resolver una ecuaci6n algebraica para deter­
minar si es una soluci6n a una ecuaci6n diferen­
cial. Aqui se debe imicamente diferenciar la ecua­
ci6n algebraica. 0 sea que si deseamos saber si la 

Jo 

en el programa de la Parte II, la Ley de Darcy tiene 
aplicaci6n directa en muchos problemas de campo. 
En la Parte III consideramos algunos ejemplos de 
tales aplicaciones directas. Posteriormente, en las 
Partes V y VI,consideraremos las combinanciones de 
la Ley de Darcy y otros conceptos para obtener ecua­
ciones para problemas mas complejos. 

ecuaci6n algebraica es una soluci6n de la ecuaci6n 
diferencial, simplemente diferenciamos la ecua­
ci6n algebraica. Si el resultado es equivalente a la 
ecuaci6n diferencial, la ecuaci6n algebraica cons­
tituye una soluci6n a la ecuaci6n diferencial. 
Cuando el resultado no es equivalente, la ecuaci6n 
algebraica no es la soluci6n. Po_r lo tanto, para 
nuestros prop6sitos, consideramos como soluci6n 
a la ecuaci6n diferencial una ecuaci6n algebraica 
que al ser diferenciada resulte en Ia ecuaci6n dife­
rencial dada. 

PREGUNTA 

;. Cual de las siguientes ecuaciones algebraicas es 
la soluci6n de la ecuaci6n diferencial 

y = Kxl 
x=2y+K 
y = Kx + 5 

dy 

dx 
= K? 

Pase a Ia Secclon: 

15 
23 

7 

32 
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Su respuesta en la Secci6n 35, 

dh Q 
= 

d(ln r) 21rKb ' 

es correcta. Esta ecuaci6n es equivalente a la 
ecuaci6n diferencial original para el problema y ex­
presa que la rapidez de cambio de la carga hidniulica, 
con respecto al cambio en ellogaritmo neperiano de 
la distancia radial, es constante e igual a 

Q 

PREGUNTA 

En nuestro problema de bombeo de pozo, si dibu­
jaramos un gnifico de carga hidniulica versus 

Su respuesta en la Secci6n 19 es correcta. Si la 
altura de caida en el pozo (y en todo el acuifero) 
antes del bombeo es igual a he, el termino he - hw 
es el descenso del nivel del pozo bombeado (asu-
miendo que no hay perdidas adicionales de carga 
asociadas con el flujo a traves del filtro del pozo o 
dentro del mismo). Entonces, Ia ecuaci6n seleccio­
nada permite predecir el abatimiento asociado con 
cualquier bombeo, Q. Alternativamente, la ecua­
ci6n puede ser visualizada como un metodo para 
calcular la conductividad hidraulica, K, del acui­
fero en base a las medidas de campo de Q y he - hw, 
en base a medidas de carga para cualesquier radio 
arbitrario, r 1 y r2 utilizando pozos de observaci6n. 
La teoria de flujo en equilibria hacia un pozo 
desarrollada aqui es a menudo referida como Ia 
teo ria de Thiem debido a que G. Thiem fue qui en 
Ia formul6 (Thiem, 1906). 

Aunque no es comun, en Ia practica, encontrar 
un pozo localizado convenientemente en el centro 
de una isla circular, el ejemplo es muy util. La 
operaci6n hidraulica de cualquier pozo es similar, 
en muchos aspectos importantes, al caso del pozo 
en una isla. En particular, la disminuci6n en el 
area seccional de flujo al acercarse al pozo pro­
duce el "cono de depresi6n" logaritmico en Ia 
superficie potenciometrica, que es una caracteris­
tica en cada problema de bombeo de pozos. En 
efecto, es el factor dominante en estos problemas, 
debido a que cerca del pozo, dentro de este cono 

el logaritmo neperiano de la distancia radial del 
pozo, t,cucil de los siguientes conceptos se aplicaria 
a este gnifico? 

Pase a Ia Seccion: 

(a) El dibujo se tornaria progresiva­
mente mas inclinado a medida que 
los valores de In r disminuyen, es 
decir, a medida en que se acerca al 
pozo. 

(b) Seran observados cam bios iguales 
en la carga sobre intervalos que 
representan igual cambio en r. 

(c) El grafico sera una linea recta. 

18 

31 
38 

de depresi6n, por lo general ocurren las perdidas 
de carga mas grandes rel~cionadas con la opera­
ci6n del pozo. La simetria radial asumida en el 
analisis de Thiem generalmente prevalece en la 
mayoria de los problemas de bombeo de pozos, 
por lo menos en el area cerca del mismo pozo. 

Los lectores familiarizados con ecuaciones dife­
renciales notaran que las ecuaciones de flujo radial 
desarrolladas aqui pueden obtenerse mas directa­
mente separando las variables en la ecuaci6n 

Q dh --- = K--, 
21rbr dr 

e integrando entre los limites r1 y r2, 6 rw y re. Es 
decir, estas ecuaciones de flujo radial, las cuales 
expresan que la carga variara con el logaritmo de la 
distancia radial, son realmente soluciones a esta 
ecuaci6n diferencial y si son diferenciadas respecto 
a r, se obtiene la ecuaci6n diferencial. Nuevamente 
los lectores familiarizados con la teoria potencial 
reconoceran la distribuci6n de la perdida de carga 
alrededor del pozo como un ejemplo del "poten­
cial logaritmico" relacionado con los problemas de 
flujo potencial que comprenden simetria cilindrica 
en otras ramas de la fisica. 

Usted has completado Ia Parte III. Puede conti­
nuar con Ia Parte IV. 

jo 
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So respoesta en la Secci6n 9, 

2Q 
h=ho---x, 

Kw 

es incorrecta. Si diferenciamos esta ecuaci6n con­
siderando ho constante, obtenemos 

dh 2Q 
= --, 

dx Kw 

So respuesta en la Secci6n 8 es incorrecta. La 
ecuaci6n diferencial nos indica que cualquier solu­
ci6n obtenida para h en funci6n de x, debe ser tal 
que la derivada de h con respecto ax, dhldx sea 
una constante -(QIKA). De esta manera sabemos 
que (1) debido a que la derivada es una constante 
(no comprende x) el grafico de h vs x para cual-

jo 

So respoesta en la Secci6n 41 es incorrecta. La 
direcci6n de flujo en este problema es radial hacia 
el pozo, que es considerada como un eje. El area 
de secci6n transversal de flujo debera tomarse a 

So respoesta, y = Kx + 5, en la Secci6n 1 es 
correcta, de las tres expresiones en consideraci6n, 
es la unica que por diferenciaci6n da 

dy 
--K 
dx - · 

Sin embargo, es obvio que y = Kx + 5 no es la 
unica soluci6n que proporciona este resultado 

que noes la ecuaci6n diferencial que desarrollamos. 
Tenga en cuenta que para encontrar la soluci6n a 
la ecuaci6n diferencial 

= 
2Q 

Kw 

debemos obtener una expresi6n que nos de esta 
ecuaci6n despues de diferenciada. 

Regrese a la Secci6n 9 y elij a otra respuesta. 

quier soluci6n debeni tener una pendiente cons­
tante. Es decir, el gnifico debeni dar una linea 
recta; y (2) debido a que la constante tiene el mismo 
valor para cualquier soluci6n, los graficos para 
soluciones diferentes o distintas tendran todos las 
mismas pendientes, o sea lineas rectas paralelas. 
Una familia de curvas que intercepta el eje de las x 
en un punto com(m, tal como en la respuesta que 
usted escogi6, no tendria tales caracteristicas. 

Regrese a la Secci6n 8 y elija otra respuesta. 

un angulo recto a la direcci6n del flujo radial; es 
decir, debera ser una superficie cilindrica dentro 
del acuifero tomando la linea central del pozo 
como su eje. A una distancia radial r del pozo, la 
secci6n de flujo sera el area de una superficie 
cilindrica de radio r y de altura igual al espesor del 
acuifero. 

Regrese a la Secci6n 41 y elija otra respuesta. 

despues de diferenciar. Por ejemplo, la diferencia­
ci6n de las ecuaciones y = Kx + 7, y = Kx + 3, 6 
y = Kx daran tambien dyldx = K. El termino 
constante sumado o restado de la expresi6n de la 
derecha no afecta ala diferenciacion-no importa 
que valor tenga esta constante. La derivada de y 
con respecto a x es siempre K. Debido a que tene­
mos una infinidad de constantes para sumar o 
restar de la expresi6n, existira un numero infinito 
de ecuaciones algebraicas que pueden ser conside­
radas soluciones a nuestra ecuaci6n diferencial. 
Esta es una caracteristica general de las ecuaciones 
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diferendales-tienen un numero infinito de solu-
dones. 

PREGUNTA 

Dadas las siguientes ecuadones algebraicas rela­
donando la carga h, a la distancia x 

(a) h = 
Q 

---x, 
KA 

Q 
(b) h = ho - --X, 

KA 

Q 
(c) h = ho - -- X 2 + 7, 

KA 

Su respuesta en la Secci6n 7 es correcta. Sea (a) 
6 (b), cuando son diferenciadas y reorganizadas 
producen la ecuaci6n 

Q 

A 

dh 
-K-. 

dx 

La diferenciad6n de (c) conduce a una ecuad6n 
totalmente diferente. 

En el ejemplo anterior, las ecuadones algebrai­
cas contienen valores de carga hidraulica h a dife-

k 

Q 
Pendiente = - --

KA 

donde ho, Q, K y A son constantes; z,cmil de estas 
ecuadones son soludones a la ecuaci6n diferencial 

las tres 
s6lo (a) 

Q 
A 

(a) y (b) pero no (c) 

dh 
-K-? 

dx 

Pase a Ia Secclon: 

29 
14 
8 

Con.-7o 

rentes distancias, de cierto punto de referenda; 
mientras que la ecuad6n diferencial se relaciona 
con la rapidez de cambio de carga con la distancia. 
La ecuaci6n diferencial es obviamente la Ley de 
Darcy y expresa que si se dibuja un grafico de la 
carga versus distancia, la pendiente de la linea sera 
constante-es decir, el grafico sera una linea recta. 
Los graficos de las ecuadones (a) y (b) de la Sec­
ci6n 7 se muestran en el diagrama. Cada uno es 
una linea recta con la pendiente igual a 

Q 

KA' 

la intersecd6n de la ecuaci6n (a) con el eje h es 
h = 0, mientras que para (b) es h = ho. Estos 
puntos de intercecd6n dan los valores de h para 
x = 0, propordonan los puntos de referenda a 
partir de los cuales se mide h. 

PREGUNTA 

Si tuvieramos que representar graficamente 
todas las soluciones posibles a la ecuaci6n diferen­
cial 

dh Q 
= 

dx KA' 

So 
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el resultado seria: 

Pase a Ia Secclon: 

Una familia de curvas, infinita en nu­
mero, cada una inteterceptando el eje 
x en 

X=-
Q 

KA 

8o-Con. 

Su respuesta en la Secci6n 25, 

dh 
Q =-Kwh­

dx' 

5 

es correcta. De acuerdo a las reglas de diferenciaci6n, 
la derivada de h2 con respecto a x se obtiene por 

d(h 2
) dh 

-- =2h-. 
dx dx 

Por lo tanto, sustituyendo 

por h(dhldx) en la ecuaci6n 

9o 

dh 
Q =-Kwh­

dx 

Un numero infinito de lineas paralelas, 
con pendiente 

Q 
--, 
KA 

y distinguidas por sus diferentes inter­
secciones con el eje x = 0. 

Un limitado numero de lineas rectas 
paralelas con, pendiente 

Q ---, 
KA 

que interceptan el eje x = 0 para dife­
rentes valores positivos de h. 

y reordenando, obtenemos 

= 
dx Kw 

10 

20 

Esta ecuaci6n diferencial expresa que la deri­
vada de h 2 con respecto a x es igual al termino 
constante 

-2Q 
Kw 

PREGUNTA 

;, Cmil de las siguientes expresiones, despues de 
diferenciada, da Ia forma mencionada anterior­
mente- es decir, emil de las siguientes expresiones 
constituye una soluci6n ala ecuaci6n diferencial? 
(ho es una constante, que representa el valor de h a 
X= 0). 

2Q 
h=ho---x 

Kw 

16 

41 

4 
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Su respuesta en la Secci6n 8 es correcta. Cual­
quier linea recta con pendiente 

Q 
KA 

sera la soluci6n a la ecuaci6n diferencial 

dh Q 
dx KA 

Existe un numero infinito de lineas con esta pen­
diente, correspondiente a un numero infinito de 
soluciones a la ecuaci6n diferencial. 

La figura muestra un acuifero confinado de 
espesor b. El acuifero es cortado integramente por 
una corriente, y se produce infiltraci6n del rio al 
acuifero. Elnivel de la corriente permanece a una 
elevaci6n ho sabre la altura de referenda (datum), 
cuyo nivel es arbitrariamente escogido. La direc­
ci6n de la corriente a un angulo recto coincide con 
el eje x, tomando x = 0 como el borde de la co­
rriente. Asumimos que el sistema esta en equili­
bria , sin cambios con el factor tiempo. A lo largo 
de un tramo del rio de una longitud w, la cantidad 
total de perdidas por infiltraci6n (por ejemplo, en 
pies cubicos por segundo) es expresada como 2Q. 
Asumimos que la mitad de esta perdida ocurre a 
traves del banco a la derecha de la corriente y por 
lo tanto penetra en el acuifero por la parte mos­
trada en la figura. Esta infiltraci6n luego se aleja 
de la corriente en un flujo constante a lo largo de 
la direcci6n x. La distribuci6n resultante de la 
carga hidraulica dentro del acuifero se indica con 
una linea punteada denominada en el grafico 
''superficie potenciometrica.'' Esta superficie, a 
veces Hamada "superficie piezometrica," en reali­
dad define el nivel estatico del agua en pozos o 
tubas colocados en varios puntas del acuifero. La 
ecuaci6n diferencial aplicable a este problema se 
obtiene aplicando la Ley de Darcy al flujo Q, a 
traves de la secci6n bw, y puede ser expresada 
como 

dh 

dx 
= 

-Q 
Kbw' 

---'---- +---..1....-Plano de Ref. -x 
X=O 

donde K es la conductividad hidraulica del acui­
fero. La distribuci6n de carga, es decir, la superfi­
cie potenciometrica es descrita por una de las solu­
ciones a esta ecuaci6n diferencial. Ademas de 
satisfacer la ecuaci6n diferencial, la soluci6n re­
querida debera dar el valor correcto de h al borde 
de la corriente, o sea para x = 0. 

PREG.UNTA 

;, Cual de las siguientes expresiones da la solu­
ci6n particular (ala ecuaci6n diferencial anterior) 
que se aplica al problema descrito en esta secci6n? 

Q 
h=---x 

Kbw 

Q 
h=2Q---x 

Kbw 

Q 
h=ho---x 

Kwb 

Pase a Ia Seccl6n: 

22 

36 

24 

JOo 
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Su respuesta en la Secci6n 27 es incorrecta. La 
disminuci6n en el radio no compensa Ia disminu­
ci6n del area de secci6n transversal; es mas bien Ia 

}}D 

Su respuesta en la Secci6n 41 es incorrecta. El 
flujo del agua es dirigido radialmente hacia el 
pozo. Cualquier area seccional de flujo perpendicu-

J2o 

Su respuesta en Ia Secci6n 35, 

dh Q 
(lnr)- = 

dr 21rKb' 

es incorrecta. La ecuaci6n diferencial como se 
expresa en Ia Secci6n 35 era 

J3o 

Su respuesta en Ia Secci6n 7 es incorrecta. Es 
cierto que Ia expresi6n (a), 

J4o 

Q 
h =- --x 

KA ' 

causa de Ia reducci6n del area. La reducci6n del 
area a lo largo de Ia trayectoria de flujo, es una 
caracteristica fundamental del problema que aqui 
se considera. Tiene un efecto dominante en Ia 
soluci6n del problema. 

Regrese a la Secci6n 27 y elija otra respuesta. 

lar a Ia direcci6n de movimiento radial sera una 
superficie cilindrica con Ia linea central del pozo 
como su eje. El area de flujo a una distancia radial 
r. del pozo correspondera entonces al area de una 
superficie cilindrica de radio r con una elevaci6n 
igual al espesor del acuifero. 

Regrese a Ia Secci6n 41 y elija otra respuesta. 

dh Q 
r-·- = 

dr 21rKb 

En su respuesta, In r ha sido reemplazado por r. 
Obviamente esto no es la que necesitamos; In r no es 
igual a r. Las relaciones presentadas en las Secci6n 
35 pueden ser utilizadas para obtener una expresi6n 
que es equivalente a dh/ dr. Esta expresi6n puede ser 
sustituida por dh/dr en Ia ecuaci6n mencionada ar­
riba para obtener el resultado requerido. 

Regrese a Ia Secci6n 35 y el elija otra respuesta. 

da el resultado 

dh Q 
= 

dx KA 

una vez diferenciada y es por eso una soluci6n a Ia 
ecuaci6n de interes. Sin embargo, esta noes Ia unica 
soluci6n que da el resultado requerido despues de su 
diferenciaci6n. · 

Regrese a Ia Secci6n 7 y pruebe las expresiones 
restantes para encontrar Ia respuesta correcta. 
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Su respuesta, y = J(x2, en Ia Secci6n 1 es inco­
rrecta. Si diferenciamos Ia ecuaci6n y = Kx2

, 

obtendremos 

dy 
- = 2Kx 
dx ' 

que no es Ia ecuaci6n diferencial con Ia cual empe­
zamos. Nuestra ecuaci6n diferencial era 

dy 
-=K 
dx ' 

Su respuesta en Ia Secci6n 9, 

es incorrecta. Si diferenciamos esta ecuaci6n con­
siderando h0

2 como una constante, obtendremos 

= 
2Q 

Kw 
• 2x, 

porque Ia derivada de r con respecto a X es 2x. Este 
resultado no es Ia ecuaci6n diferencial con Ia cual 

Su respuesta en Ia Secci6n 40, 

Q 

21rrb 

es incorrecta. La Ley de Darcy indica que el flujo, 
dividido por el area de secci6n transversal, debera 
ser proporcional a Ia gradiente de carga. Su res-

Su respuesta en Ia Secci6n 2 es incorrecta. La 
ecuaci6n en Ia Secci6n 2 expresa que Ia derivada 
de Ia carga con respecto a In res una constante. 
Esta derivada es simplemente Ia pendiente del gra­
fico de h versus In r. Si tal grafico cambia de pen-

y buscamos una soluci6n a esta ecuaci6n-o sea, 
buscamos una expresi6n algebraica que despues de 
diferenciada nos dara Ia ecuaci6n diferencial 

dy 
-=K. 
dx 

Regrese a Ia Seccion 1 y con las expresiones restantes 
pruebe, por medio de Ia diferenciaci6n, emil de elias 
es comparable con Ia ecuaci6n diferencial original. 

]5o 

empezamos, por lo tanto Ia ecuaci6n de su respuesta 
no es Ia soluci6n requerida. Regrese a Ia Secci6n 9 y 
elija otra respuesta. Tenga presente que Ia ecuaci6n 
escogida debeni dar como resultado 

= 

cuando es diferenciada . 

2Q 

Kw 

]6D 

puesta expresa que el flujo,dividido porIa secci6n, 
es proporcional a Ia gradiente del cuadrado de Ia 
carga. Por lo tanto no es una aplicaci6n valida de 
Ia Ley de Darcy al problema. 

Regrese a Ia Secci6n 40 y elija otra respuesta. 

]7D 

diente, tal como en Ia respuesta que escogi6, Ia 
derivada no podra ser constante. 

Regrese a Ia Secci6n 2 y elija otra respuesta. 

J8o 
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Su respuesta en la secci6n 38 es correcta. Asi como 
ellog r cambia con la misma magnitud entre 10 y 1, 
lo lace tambien entre 1,000 y 100. La carga tambien 
cambia en la misma magnitud en estos dos inter­
vales. Si tuviesemos que reconstruir el gnifico de 
carga versus raido, r en vez de carga versus log r, no 
obtendriamos una linea recta sino una curva 
"logaritmica" como se muestra en el gnifico. El gra­
diente pasa a ser cada vez mas inclinado a medida 
que nos aproximamos al pozo para compensar la 
disminuci6n del area de flujQ. Esta forma 
logaritmica de delineaci6n de carga se refiere algunas 
veces como "cono de depresi6n" en la superficie 
potenciometrica alrededor del pozo. 

PREGUNTA 

La ecuaci6n obtenida en la secci6n 38 puede ser 
aplicada entre el radio de la isla, re, y el radio del 
pozo rw, y obtener una expresi6n para la diferencia 
de altura de caida entre el pozo y el borde de la isla. 
Si he representa la carga al borde de la isla ( es decir, 

J9o 

Su respuesta en la Secci6n 8 es incorrecta. Si 
escribimos la soluci6n a la ecuaci6n 

Q 

A 

dh 
-K­

dx 

en la forma mas general, tendriamos 

Q 
h =- --x + c, 

KA 

donde c podria representar un termino constante 
deseable. Indiferentemente al ~alor asigl\ado a c, 
mientras sea constante (no depende de x), su deri-

20o 

h 

0 100 1,000 r 

Escala aritmetica 

el niv'el de la superficie de agua que rodea la isla) y hw 
representa la carga en el pozo, z,cmil de las siguientes 
expresiones resultani en este procedimiento? 

2.3Q rw 
he-hw=--log-

27rKb re 
2.3Q r., 

he-hw=--log-
27rKb rw 
2.3Q 

he-hw=--(log rw-log re) 
21rKb 

Pase a Ia seccion 

28 

3 

30 

vada respecto ax sera cero. Por lo tanto, sin tomar 
en cuenta el valor dec, la diferenciaci6n sera 

dh 

dx 
= 

Q 
KA 

la cual es equivalente a la ecuaci6n diferencial 
de interes. F~cilmente podremos asignar un numero 
infinito de val ores para c, y obtener un numero 
infinito de ecuaciones distintas (soluciones) las 
cuales podemos diferenciar para obtener nuestra 
ecuaci6n diferencial. Cada una de estas soluciones 
es la ecuaci6n de una linea recta; es decir, cada 
una tiene una pendiente dhldx, igual a - (QIKA ), 
y cada una intersecta el eje h en distintos puntas 
cuando x = 0. Cada punta de intersecci6n es 
simplemente el valor de la constante c ya que si igua­
lamos x = 0 en la soluci6n obtendremos el valor 
de h = c. 

Regrese a la Secci6n 8 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en la Secci6n 24 es incorrecta. De 
acuerdo a la Ley de Darcy, la descarga especifica, 
Q/ A, se obtiene por 

Q 

A 

dh 
-K-. 

dx 

Si la descarga especifica aumenta cuando se apro­
xima a la corriente, la gradiente de carga dh/ dx 
aumenta tambien-es dedr, llega a tener mayor 

Su respuesta en la Secci6n 10, 

Q 
h=---x 

Kbw ' 

es incorrecta. Es verdad que la diferenciaci6n de 
esta ecuaci6n produce 

dh Q 
= 

dx Kbw 

la cual representa la ecuaci6n diferencial original; 
pero no es suficiente como respuesta a nuestro 
problema. Si x se iguala a cero en la expresi6n 

Q 
h=---x 

Kwb ' 

obtenemos el resultado h = 0. Es dedr, esta ecua­
ci6n indica que cuando x es cero al borde de la co­
rriente, la carga hidraulica tambien es cero. Sin 

Su respuesta, x = 2y + K, en la Secci6n 1 es 
incorrecta. Podemos reordenar la ecuad6n elegida 
como sigue: 

Diferenciando esta ecuad6n, obtenemos 

dy 
- = 1/2 
dx ' 

la cual no es la ecuad6n diferendal inidal. Reque­
rimos la ecuaci6n diferencial sea 

pendiente-cuanto mas se acerca a la corriente. 
Un grafico de h versus distancia tendria la forma 
de una curva. En la explicaci6n del problema en la 
Secd6n 24, la carga se describe como un aumento 
linear conforme se aleja de la corriente. Debido a 
que Ia carga aumenta en forma linear, dh/ dx es 
constante. 

Regrese ala Secd6n 24 y elija otra respuesta. 

2Jo 

embargo, de acuerdo al concepto del problema, la 
carga es igual a ho, que es la elevad6n de la super­
fide de la corriente sobre el plano de referenda, 
cuando x = 0. La solud6n que requerimos, no 
solamente debe tener la propiedad de dar la misma 
ecuad6n diferencial 

dh 

dx 
= 

Q 

Kbw 

cuando es diferendada; debe tener tambien la pro­
piedad que la carga hidrtmlica sea igual a ho para 
un valor x igual a cero en Ia solud6n. Este es un 
ejemplo del significado de una condici6n /{mite; la 
soluci6n debe satisfacer una derta condid6n 
(h = ho) para un derto limite (x = 0) del 
problema. 

Regrese a la Secd6n 10 y elija otra respuesta. 

dy 

dx 
=K; 

22D 

es dedr, encontrar una ecuad6n algebraica, cuya 
diferenciaci6n,produzca dyldx = K. 

Regrese a la Secd6n 1 y pruebe las respuestas 
restantes diferend{mdolas para encontrar cual de 
elias satisface esta condici6n. 

23D 
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Su respuesta en la Seccion 10, 

Q 
h=ho- --x 

Kbw ' 

es correcta. La ecuaci6n diferencial nos indica que 
un grafico de h versus x dara una linea recta con 
pendiente 

_R_. 
Kbw' 

en tanto que por los otros datos sabemos que para 
x = 0, h es igual a ho. Por lo tanto, para describir 
h en funci6n de x necesitamos la ecuaci6n de una 
linea recta, con ho como la ordenada en el origen y 
- (Q/Kbw) como la pendiente. Podremos hacer 
dos pruebas para verificar que obtuvimos la solu­
ci6n correcta; primero diferenciamos la soluci6n 
con respecto a x para ver si obtenemos la ecuaci6n 
diferencial; segundo, consideramos x igual a cero 
en la soluci6n para ver si la condici6n de h = ho en 
el punto x = 0 se satisface. Solo si ambas pruebas 
satisfacen la ecuaci6n se acepta esta como la solu­
ci6n que requerimos. La condici6n que h sea igual 
a ho cuando x = 0 es un ejemplo de lo que comun­
mente se denomina una condici6n limite. Esta es 
una condici6n que expresa que h debe tener un 
cierto valor para cualquiera de los limites del pro­
blema. La ecuaci6n diferencial, 

dh Q 
=-

dx Kbw' 

no es por si sola suficiente para definir la carga en 
funci6n de x. Se ha establecido en el grafico que h 
versus x es una linea recta con pendiente 

24o 

Q 

Kbw' 

sin embargo,.hay un numero infinito de tales lineas 
rectas que se podrian trazar. La informaci6n adi­
cional para la condici6n limite-que h debe corre­
sponder a ho cuando x = 0-nos permite elegir Ia 
linea recta particular requerida, al darnos su orde­
nada en el origen. Una condici6n limite representa 
entonces informaci6n acerca del valor de Ia carga 
para un punto conocido; este proporciona una 
referenda a partir de Ia cual los cambios en carga 
(altura de caida) indicados por una ecuaci6n dife­
rencial pueden ser medidos. Los procesos de 
(1) diferenciacion para establecer que una ecua­
ci6n dada es una soluci6n a una ecuaci6n diferen­
cial y (2) de aplicaci6n a las condiciones limites 
para establecer que esta representa Ia soluci6n par­
ticqlar que se requiere, pueden ser aplicados a pro­
blemas mucho mas complejos que el considerado 
aqui. 

PREGUNTA 

Supongamos que al medir un pozo de observa­
c~6n que sondea un acuifero confina,do, observa­
mos un aumento lineal en Ia altura piezometrica 
conforme se aleja del rio o canal que surcan el 
acuifero y supongamos que este patron permanece 
igual por un periodo considerable. ;. CmU de las 
siguientes conclusiones pueden ser inferidas en base 
a esta evidencia? 

Pase a Ia Seccl6n: 

No existe flujo en el acuifero. 
Existe un flujo permanente a traves del 

acuifero bacia el rio. 
Se presenta en el acuifero un flujo cuyo 

caudal especifico aumenta conforme 
se aproxima al rio. 

42 

25 

21 
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Su respuesta en Ia Seccion 24 es correcta e ilus­
tra Ia utilidad dual de las ecuaciones de flujo en Ia 
hidraulica de aguas subterraneas. Estas nos permi­
ten predecir Ia distribuci6n de carga asociada con 
varias condiciones de flujo y elaborar conclusiones 
sabre el flujo de aguas subterraneas en base a Ia 
distribuci6n de carga obtenida en el campo. 

Supongamos ahara que consideramos un acui­
fero en el cual el flujo no es confinado, asi que el 
limite superior del sistema de flujo en cualquier 
punta es Ia superficie del agua misma. Considera­
mos, otra vez, un flujo uniforme alejado de Ia 
corriente, como se muestra en el diagrama. Es 
conveniente en este caso tamar Ia base del acuifero 
no confinado como el plano de referenda de Ia 
altura de caida. Asumimos que los componentes 
verticales de flujo son insignificantes. Esta suposi­
ci6n nunca es enteramente satisfecha porque el 
movimiento no puede ser totalmente lateral dentro 
y cerca de Ia superficie libre ya que Ia superficie 
misma puede ser inclinada. Sin embargo, frecuen­
temente el componente vertical de Ia velocidad es 
pequefio comparado al movimiento lateral y por lo 
tanto insignificante, tal como se considera aqui. 
Una diferencia importante entre este problema y el 
problema de flujo confinado es que en este caso la 
secci6n de area transversal de flujo disminuye a lo 
largo de Ia trayectoria de flujo a medida que h dis-
minuye, mientras que en el caso del problema de 
flujo confinado el area permanece constante. A lo 
largo de un borde de Ia corriente con una longitud 
w, la infiltraci6n dentro del acuifero ocurre a una 

Su respuesta en la Seccion 25, 

Q= 
dh 

-Kxw - - , 
dx 

es incorrecta. La Ley de Darcy expresa el flujo 
como el producto de la conductividad hidraulica, 
el area de flujo y Ia gradiente de carga (negativa). 
Refirifmdose al diagrama de la Secci6n 25, el area 
de flujo-o sea la secci6n de area transversal 

Material impermeable 

raz6n de 2Q; y asumimos que la mitad de esta 
infiltraci6n se mueve hacia la derecha, hacia la 
parte del acuifero mostrada en el diagrama. 

PREGUNTA 

De acuerdo a la suposicion explicada anterior- · 
mente, ;,cual de las siguientes relaciones es obte­
nida al aplicar la Ley de Darcy a este problema? 

dh 
Q = -Kxw­

dx 

Q 

bw 

dh 
-K­

dx 

dh 
Q =-Kwh­

dx 

Pase a Ia Seccl6n: 

26 

43 

9 

25D 

tomada en angulo recto a Ia direcci6n del movi­
miento-puede ser considerada igual a wh. En la 
respuesta que ha elegido, el termino xw aparece 
como el area de flujo. 

Regrese a Ia Seccion 25 y elija otra respuesta. 

26D 
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'----t---+---- r 

So respoesta, 21rrb, en. la Secci6n 41 es correcta. 
El flujo es radial bacia adentro en la direcci6n 
negativa, r-es decir, paralelo al eje r de las coor­
denadas polares. El area de secci6n transversal de 
flujo es una superficie, la cual es en todos sus pun­
tos perpendicular a la direcci6n del flujo, por lo 
cual es una superficie cilindrica y su area se ex­
presa en funci6n del area de un cilindro. 

A medida que se avanza bacia adentro a lo largo 
de la trayectoria de flujo, el area cilindrica de flujo 
en este problema disminuye; como se muestra en 
la figura. Esto se bace evidente en nuestra expre-

27D 

So respoesta en la Secci6n 19, 

2.3Q fw 

he- hw =--log-, 
27rKb fe 

es incorrecta. Si permitimos que he y re sean re­
emplazadas por h2 y r2, y dejamos que hw y rw sean 

28D 

So respoesta en la Secci6n 7 es incorrecta. La 
ecuaci6n diferencial 

29o 

Q 

A 

dh 
= -K-· 

dx 

si6n para el area de la secci6n, la cual indica que 
cuando r decrece, el area debera disminuir. 

PREGUNTA 

6Cual de las siguientes declaraciones es correcta? 

Pase a Ia Secclon: 

(a) Cuando el area de la secci6n dismi­
nuye, el radio tambien disminuye. 
Estos factores se combinan en tal 
forma que la gradiente bidraulica 
permanece constante. 

(f>) El area de la secci6n disminuye a lo 
largo de la travectoria del flujo; 
mientras el caudal permanece cons­
tante, por lo tanto la carga hidniu­
lica debe aumentar a lo largo de la 
trayectoria de flujo. 

(c) El area de la secci6n disminuye a lo 
largo de la trayectoria de flujo, pero 
es compensada por, la convergencia 
de las lineas de flujo bacia el pozo y 
ningun aumento de la gradiente 
bidraulica ocurre. 

11 

40 

32 

h1 y r 1 , su respuesta puede ser expresada en la 
~l.guie~te forma 

Comparando esta ecuaci6n con las expresadas en 
la Secci6n 38 se demuestra que esta no ·es la forma 
requerida. 

Regrese a la Secci6n 19 y elija otra respuesta. 

puede ser reordenada a 

dh Q 
= 

dx KA 

Para que las tres expresiones citadas sean solu­
ciones a esta ecuaci6n, las tres tendrian que producir 
- (QIKA) como la derivada de h respecto a x. 
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Pero si diferenciamos la expresi6n (c), por ejem­
plo, la cual fue 

obtenemos 

Q 
h=ho- --r+7 

KA ' 

dh -2Q = ---x 
dx KA ' 

Su respuesta en la Secci6n 19, 

2.3Q 
he - hw = --(log rw - log re), 

21rKb 

es incorrecta. El termino log re sera, obviamente, 
mas grande que log rw,ya que re es mucho mayor 
que rw. Por lo tanto, la expresi6n ala derecha en 
su respuesta sera negativa, implicando que hw es 

Su respuesta en la Secci6n 2 es incorrecta. Si se 
observan cambios iguales en la carga a intervalos 
que representan cambios iguales en r, podriamos 
escribir 

~h 

~r 
= constante, 

donde ~h es el cambio de carga observado sobre 
cualquier intervalo de ancho radial ~r. Su deri­
vada seria 

dh 

dr 
= constante, 

Su respuesta en la Secci6n 27 es incorrecta. La 
convergencia de las lineas de flujo hacia el pozo no 
compensa la disminuci6n del area de flujo; es mas 
bien,ocasionada por la disminuci6n de area de flujo. 
La disminuci6n del area de flujo al aproximarse al 
pozo es una caracteristica fundamental del problema 
de descarga de pozo; en efecto, esta disminuci6n 

que no representa la ecuaci6n diferencial, indicada. 
Por 10 tanto podemos observar que al menos (c) 
no satisface la ecuaci6n de interes. 

Regrese a la Secci6n 7 y pruebe las otras expre­
siones por diferenciaci6n para,obtener la respuesta 
correcta. 

Con.-29o 

mas grande que he. Esto no tiene sentido alguno; 
la altura de caida (altura piezometrica) de un pozo 
que se vacia no puede ser mayor que la altura en el 
radio de influencia del pozo. 

Regrese a la Secci6n 19 y elija otra respuesta. 

30o 

que no es la condici6n que se aplica a este pro­
blema:. La condici6n que nuestro grafico debe 
satisfacer, es mas bien 

I 

dh 

d(ln r) 
= constante. 

Reg1rese a la Secci6n 2 y elija otra respuesta. 

3Jo 

tiene una influencia dominante sobre la forma de 
distri~uci6n de carga alrededor del pozo. 

Regese a la Secci6n 27 y elija otra respuesta. 

32o 
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Su respuesta en la Secci6n 40, 

33o 

Q 

A 

dh 
=K­

dx' 

Su respuesta en la Secci6n 38 es incorrecta. La 
ecuaci6n 

2.3Q r2 = -- •log 
21rKb r1 

34D 

Su respuesta en Ia Secci6n 40 es correcta. La gra­
diente hidniulica aqui es dh/ dr, debido a que el 
flujo ocurre en Ia direcci6n de r . Asumimos sime­
tria radial alrededor del pozo, asi que la coorde­
nada polar angular (), no tiene que figurar. 
Reordenamos la ecuaci6n elegida por usted y la 
escribimos de Ia siguiente man era : 

dh Q 
r - - = 

dr 21rKb' 

y concentramos nuestra atenci6n moment.anea­
mente en el termino de Ia izquierda. De acuerdo a 
las reglas de diferenciaci6n podemos escribir: 

dh dh d(ln r) 
= 

dr d(ln r) dr 

jjD 

es incorrecta. La coordenada x, no es utilizada en 
nuestro analisis de este problema; no establecimos 
un eje x a lo largo del cualla carga podria variar. 
La respuesta elegida implica una derivada de la 
carga con respecto a x el cual no es aplicable al pro­
blema. 

Regrese a la Secci6n 40 y elija otra respuesta. 

indica que si la relaci6n rzlr1-es decir, la relaci6n 
del radio exterior con radio interior-es Ia misma 
para dos intervalos diferentes, entonces las caidas 
de las dos cargas en estos intervalos deberan ser 
iguales. Para los dos intervalos mencionados en Ia 
respuesta que usted escogi6, etas relaciones son 
10/1 y ~000/ 100. 

Regrese a Ia Secci6n 38 y elija otra respuesta. 

donde In r indica el logaritmo neperiano de r. Por 
ca.Iculo infinitesimal Ia derivada de In r con re­
specto a r se obtiene· por 

d(ln r) 
= 

dr r 

PREGUNTA 

Utilizando estas expresiones, z,cua.I de las si­
guientes puede .ser obtenida como expresi6n co­
rrecta de la ecuaci6n diferencial para el problema? 

Pase a Ia Seccl6n: 

dh Q(ln r) 
= 39 

dr 21rKb 

dh Q 
= 2 

d(ln r) 21rKb -

dh Q 
(In r)- = 

dr 21rKb 
13 



PARTE III. APLICACION DE LA LEY DE DARCY A LOS PROBLEMAS DE CAMPO 47 

Su respuesta en la Secci6n 10, 

Q 
h = 2Q- Kwb x, 

es incorrecta. Esta respuesta es en realidad una 
soluci6n a nuestra ecuaci6n diferencial, por 
cuanto al diferenciar se obtiene la ecuaci6n 

dh Q 
= 

dx Kbw 

Sin embargo, si estable~emos que x es igual a 
cero en la respuesta elegida, encontramos que la 
carga hidrfmlica h es igual a 2Q en el punto donde 
xes igual a cero-es decir, al borde de la corriente. 

Su respuesta en la Secci6n 38 es incorrecta. Si la 
ecuaci6n 

se aplica a los dos intervalos en cuesti6n, tendremos 

2.3Q ( 110 ) h10 - h1 = --- log 
21rKb 

2.3Q 
=---·1 

21rKb 

Sin embargo, en la discusi6n de la Secci6n 10 se 
afirm6 que Ia carga hidrfmlica era igual a ho al 
borde de la corriente-siendo ho la elevaci6n de la 
superficie de la corriente sobre el plano de referen­
da. Este problema ilustra el significado del ter­
mino condici6n limite; la soluci6n debe satisfacer 
una condici6n a lo largo de un borde (h = ho para 
x = 0) ademas de satisfacer la ecuaci6n diferencial 
dada. Existe un numero infinito de posibles solu­
ciones a la ecuaci6n diferencial anterior, unica­
mente una ecuaci6n satisface a las condiciones 
limites requeridas. 

Regrese a la Secci6n 10 y elija otra respuesta. 

36D 

y 

2.3Q ( 100 ) = 2.3Q • 1. htao - h10 = --- log 
21rKb 10 21rKb 

Regrese a la Secci6n 38 y elija otra respuesta. 

37D 

Su respuesta en la Secci6n 2 es correcta. La h 
ecuaci6n expresa que la derivada de h con respecto 
a ln res una constante. Por lo tanto, un grafico de 
h versus ln r seria una linea recta con una pendiente 
igual a 

Q 

21rKb 

El grafico muestra tal figura. A medida que In r 
cambia de In rz a In r1 la carga decrece de hz a h1 y 
como para cualquier funci6n de una linea recta se 
puede obtener el cambio en altura de caida multi­
plicando el cambio en la variable independiente 
por la pendiente de la linea, es decir, 

Q 
Pendiente = --

2.,.Kb 

~---~-----------------------~In r 
In r 2 

38D 
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Esto puede escribirse en la forma equivalente 

por cuanto la diferencia entre In r2 y In r1 es sim­
plemente ellogaritmo del cociente In (r2/rl). Ahora 
es conveniente cambiar de logaritmos neperianos a 
logaritmos comunes. Esto solamente requiere 
multiplicar por una constante - es decir In r = 2.3 
log r, donde log r indica el logaritmo comun o 
logaritmo de base 10. Efectuando el cambio, la 
ecuaci6n toma la forma 

6 

2.3Q 
=--log 

21rKb ( ~: ) 

Nuevamente un grafico de h versus log r puede ser 
dibujado o para mayor conveniencia, se contruye 
un gnifico de h versus r en papel semilogaritmico 
tal como se muestra en la figura. Debido a que 

38o---Con. 

Su respuesta en la Secci6n 35, 

dh 

dr 
= 

Q(ln r) 

21rKb 

es incorrecta. Las siguientes relaciones se dan en la 
Secci6n 35: 

dh dh d(ln r) 
= dr d(ln r) dr 

y 

d(ln r) 
= dr r 

39o 

h 

Escala logaritmica 

multiplicamos por una constante, el grafico con­
tinua siendo una linea recta. 

PREGUNTA 

En base a1 grafico mostrado y a las ecuaciones 
presentadas anteriormente, l,CUal de las siguientes 
declaraciones es correcta? 

Pase a Ia Seccl6n: 

(a) La caida de carga (altura) entre 
r = 10 y r = 1 es igual a la caida de 
carga entre r = ~000 y r = 100. · 19 

(b) La caida de carga entre r = 10 y 
r = 1 es menor que la caida entre 
r = 1000 y r = 100. 34 

(c) La /caida de carga entre r = 10 y 
r = 1 es mucho mas grande que la 
caida entre r = 100 y r = 10. 37 

Combinando estas relaciones, 

dh 

dr = 
r 

dh 

d(ln r) 

En la pregunta de la Secci6n 35, el prop6sito es 
substituir el termino 

por el termino 

1 dh 

r d(ln r) 

dh 

dr 

en la ecuaci6n diferencial de nuestro problema. 
Regrese a la Secciion 35 y elija otra respue_sta. 
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Su respuesta en Ia Secci6n 27 es correcta. La 
disrninuci6n del area de Ia secci6n, de acuerdo a 
Ia Ley 'de Darcy, debera ser acompafi.ada por un 
empinamiento de Ia gradiente hidraulica. Cuando 
aplicamos Ia Ley de Darcy a este problema, omiti­
remos el signo negativo usual. Esto se hace porque 
Q, la descarga del pozo, tiene que tener un signo 
negativo en este problema, ya que esta orientado 
hacia el pozo en direcci6n en que decrece el valor 
de r. El signo negativo de Q combinado con el 
signo negativo utilizado por convenci6n en Ia Ley 
de Darcy, produce una ecuaci6n en terminos 
positivos. 

PREGUNTA 

l,Cual de_las siguientes expresiones es una apli­
caci6n valida al problema, por tanto una ecuaci6n 
diferencial del mismo? 

Su respuesta en la Secci6n 9, 

2Q 
h2 = ho2

- --X 
Kw ' 

es correcta. La soluci6n indica que en este caso h 
tendni la forma de una parabola cuando se cons­
truye un gnifico de h versus x. La inclinaci6n 
parab6lica de Ia gradiente hidraulica compensa Ia 
disminuci6n progresiva en el area de flujo, de tal 
manera que Ia Ley de Darcy se satisface siempre. 
Esta teoria aproximativa al flujo no confinado fue 
introducida por Dupuit (1863) y Ia suposici6n que 
comprende es referida como Ia hip6tesis de Du­
puit. Si este metodo se usa en casos donde estas 
suposiciones no se aplican, se pueden cometer 
serios errores. 

Ahora consideraremos otro problema, en el 
cual el area de Ia secci6n de flujo disminuye a lo 
largo de Ia trayectoria de flujo, conduciendo a una 
declinaci6n progresiva de Ia gradiente hidraulica. 
En este caso, sin embargo, Ia disminuci6n del area 

Agua libre ,---------H----------. 

~---r--­
T=O 

Q dh 
-=K-
A dx 

Q 
21rKb 

dh 
=K­

dr 

Pase a Ia Secclon: 

33 

35 

17 

40D 

es generada por Ia geometria cilindrica y no por Ia 
pendiente de una superficie libre. 

La figura muestra un pozo localizado en el cen­
tro de una isla de forma circular. El pozo atraviesa 
un acuifero confinado, cuya recarga proviene del 
agua libre alrededor del perimetro de Ia isla. Du­
rante el bombeo el agua fluye radialmente hacia el 
pozo. Asumimos que el agua libre alrededor de Ia 
isla mantiene Ia carga a un nivel constante a lo 
largo de Ia periferia del acuifero y que 1~ recarga a 
lo largo de este perimetro iguala a Ia descarga del 
pozo. Debido a que el pozo se encuentra al centro 
de Ia isla, Ia cual es circular, asumiremos que Ia 
simetria cilindrica prevalecera, por lo tanto podre­
mos introducir las coordenadas polares para sim­
plificar el problema. 

PREGUNTA 

Si b representa el espesor del acuifero, l,Cual de 
las siguientes expresiones representa el area de Ia 
secci6n de flujo a una distancia radial r del eje del 
pozo? 

Pase a Ia Secclon: 

27 
12 
6 

4Jo 
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Su respuesta en la Secci6n 24 es incorrecta. La 
expresi6n indicando un aumento lineal en la carga 
a mayor distancia de la corriente implica que 
existe una pendiente que no es cero, dhl dx, en la 
superficie p~tenciometrica y esto a su vez implica · 
que existe flujo en el acuifero. La Ley de Darcy 
expresa que 

42o 

Su respuesta en la Secci6n 25, 

_g__ = -K dh 
bw · dx' 

es incorrecta. U sted ha tornado el area de Ia sec-

43o 

dh 
Q= -KA -. 

dx 
La conductividad hidr{mlica, K, podria ser muy 
baja pero nose considera igual a cero, en tanto se 
trate de uh acuifero. Por lo tanto, para que Q sea 
cero en un area A, la gradiente de carga dh/ dx 
perpendicular a A debeni ser cero. En este caso. se 
observa una gradiente de carga que no es igual a cero 
en el acuifero, asi que sabemos que existe flujo de 
alguna magnitud en el aculfero. 

Regrese a la Secci6n 24 y elija otra respuesta. 

ci6n de flujo como bw-es decir, el producto del 
espesor del acuifero. por, el ancho de la secci6n= 
Observando la figura de Ia Secci6n 25, se nota que 
esta no representa el area real del flujo. El acuifero 
no esta saturado en su espesor total, sino a una 
distancia h sobre la base del acuifero, por lo tanto 
la verdadera area de flujo es wh, en vez de bw. 

Regrese a la Secci6n 25 y elija otra respuesta. 



Parte IV-Aimacenamiento del agua subterranea 

lntroducci6n 

En las Partes II y III, tratamos con acuiferos y 
medios porosos (micamente como conductos; es 
decir, consideramos solamente sus propiedades 
relacionadas ala transmisi6n del agua en un flujo 
continuo. Los acuiferos tienen otra propiedad 
hidr{mlica muy importante que es el almacena­
miento de agua. En la Parte lV, examinaremos esta 
propiedad de almacenamiento del agua subterra­
nea y desarrollaremos una ecuaci6n para descri-

r 
h 

L 
La figura muestra un tanque abierto, de base, 

cuadrada A. Si un volumen de agua, .d V, es va­
ciado en el tanque, el nivel de agua aumentara por 
un incremento .dh de tal forma que .d V = A • .dh. 
El volumen total, V, de agua almacenada en el 
tanque en cualquier momenta puede ser determi­
nado midiendo la profundidad, h, del agua en el 
tanque y multiplicando esta profundidad por A. 

birla. En la Parte V, desarrollaremos las ecuaciones 
diferenciales para un caso simple de flujo de no­
equilibria combinando la ecuaci6n de almacena­
miento con la Ley de Darcy, por medio de la ecua­
ci6n de continuidad, la cual es una expresi6n del 
principia de conservaci6n de masa. En la Parte VI, 
repetiremos este proceso para el caso de flujo radial 
de no-equilibria a un pozo para obtener una solu­
ci6n importante ala ecuaci6n diferencial resultante. 

PREGUNTA 

Supongamos que se construye un grafico del 
volumen total de agua almacenada versus el nivel 
de agua en el tanque, de tal manera que el volu­
men asociado con cualquier nivel de agua se lea 
directamente de la figura. El grafico sera: 

Pase a Ia Secclon: 

.dV 
(a) una parabola con pendiente -- 10 

.dh 

(b) una linea recta con pendiente 

.dV 
- - =A 

.dh 

(c) una curva logaritmica 

11 

9 

1 
51 
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Su respuesta en Ia Seccion 26 es incorrecta. El 
volumen de agua presente en la arena al comienzo 
fue hAn. Una cierta fracci6n, {3, del volumen de este 
fluido fue drenado por gravedad, dejando la frac-

2 

Su respuesta en Ia Seccion 21 es incorrecta. En el 
experimento imaginario descrito en la Secci6n 21, se 
expresaba que duplicando el area de la base del 
prisma tenia el efecto de duplicar la pendiente del 

3 

Su respuesta en Ia Seccion 16, 

dV = dV = R ntJ, 
dh dh 

es incorrecta. No toma en cuenta el efecto de la base 
del area A, del tanque. Hemos visto que cuando el 
tanque es drenado por gravedad y posteriormente 
resaturado basta el nivel h, la relaci6n entre V y h es 

4 

$u respuesta en Ia Seccion 20 es incorrecta. Si 
cada pozo penetr6 ambos acuiferos, no hay raz6n 
para que la reacci6n de los dos pozos sea dife­
rente. La forma de reacci6n podria ser dificil de 

5 

ci6n 1-{3, aun ocupada por el fluido. Por lo tanto, {3 
representa la fracci6n del espacio poroso total, por 
debajo del nivel h, que ya no contiene agua, la cual 
debe ser llenada para resaturar la arena basta el nivel 
h. Es decir, para resaturar la arena basta el nivel h, 
tendra que ser bombeado al tanque un volumen de 
agua igual al volumen del espacio poroso·. Regrese a 
la Secci6n 26 y elija otra respuesta. 

grafico V, h- es deci~ se duplicaba el termino dV I dh. 
Por lo tanto, dV/dh depende del tamafio del prisma 
en cuesti6n, como tambien depende del tipo del 
material del acuifero; entonces no puede ser con­
siderado como una constante representativa del 
material del acuifero. Regrese a la secci6n 21 y elija 
otra respuesta. 

V = hAn{3,donde n es la porosidad de la arena y {3la 
fracci6n del agua en la arena que puede ser drenada 
por gravedad. Ahor~ si en vez, de drenar la arena 
basta el fondo del tanque, simplemente extraemos 
un volumen pequeiio de agua, ~ V, asi que el nivel de 
agua en el tanque desciende una pequeiia proporci6n 
dh, deberiamos considerar que d V y ~ estan rela­
cionados en la misma forma como V y h en nuestro 
experimento anterior. Si resaturamos la arena por 
incrementos, despues de haber sido previamente 
saturada y luego drenada por gravedad, se debera 
mantener la misma relaci6n. 

Regrese ala Secci6n 16 y elija otra respuesta. 

predecir, pero al menos deberia ser aproximada­
mente la misma para cada pozo. Tenga en cuenta 
que el coeficiente de ·almacenamiento de la zona 
artesiana sera probablemente mas pequefto que el 
rendimiento especifico del acuifero libre al menos 
por dos 6rdenes de magnitud. 

Regrese a la Secci6n 20 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en Ia Seccion 32 es correcta. Las 
cifras de rendimiento especifico para acuiferos de 
materiales normales varian entre 0.01 y 0.35. Es 
comun referirse al rendimiento especifico de un 
acuifero no confinado en su totalidad; pero 
deberia notarse que el proceso de extracci6n de un 
almacenamiento no confinado ocurre realmente 
en el nivel superior del agua. Si el nivel de agua 
desciende o sube dentro de un acuifero a capas o 
estratos con diferentes propiedades hidniulicas, el 
rendimiento especifico debe cambiar. Ademas, es 
evidente que el rendimiento especifico puede 
variar en relaci6n a la localizaci6n en el plano 
como consecuencia de las condiciones geol6gicas 
locales. 

El almacenamiento no confinado es probable­
mente el mecanismo mas importante para el alma­
cenamiento de agua subterranea desde un punto 
de vista econ6mico, aunque noes el unico. Efectos 
de almacenamiento ban sido observados tambien 
en acuiferos confinados o artesianos. El meca­
nisme del almacenamiento confinado depende, al 
menos en parte, de la expansi6n y compresi6n del 
agua misma y de la estructura porosa del acuifero; 
por estas razones el almacenamiento confinado 
algunas veces se refiere como almacenamiento 
compresivo. En nuestro esquema no haremos un 
analisis de los mecanismos de almacenamiento 
confinado,pero nos concentraremos en desarrollar 
una descripci6n matematica de sus efectos, ade-

Material que 
confina el 
acuifero 

Bomba 

Material del acuifero 

Lados del prisma 
establecidos hidniulicamente 

Material que confina 
el acuifero 

--Plano de Ref.---

cuados para calculos hidrol6gicos. Presentaciones 
sobre los mecanismos de almacenamiento confinado 
son tratadas por Jacob (1950, pag. 328-334) y por 
Cooper (1966). 

El diagrama muestra un prisma vertical exten­
dido a traves de un acuifero uniforme, confinado. 
El area de la base del prisma es A. Aunque el 
prisma estructuralmente es parte del acuifero con­
finado, suponemos que esta aislado hidraulicamente 
del resto del acuifero por barreras hidraulicas ima­
ginarias, para que el agua aftadida al prisma per­
manezca en el mismo. Ademas suponemos que 
disponemos de un metodo de bombear agua hacia 
adentro del prisma en incrementos medidos, y que 
contamos con un piez6metro como se muestra en 
el diagrama, con el cual podemos medir la carga 
dentro del prisma. 

hl 
Carga hidrdulica, h 

PREGUNTA 

Supongamos que la carga se encuentra inicial­
mente al nivel h1 que esta por sobre la parte supe­
rior del acuifero, indicando no solamente que el 
prisma esta saturado, sino tambien bajo presi6n 
hidrostatica confinada. Designamos el volumen de 
agua almacenada bajo esta condici6n como V1. 
Ahora,supongamos que se bombea mas agua en el 
prisma por incrementos y que la carga se mide des­
pues de cada incremento, luego se dibuja el volu­
men de agua almacenada versus la carga hidrau­
lica en el prisma. Si el grafico resultante tiene la 
forma mostrada en la -figura, z,cual de las siguien­
tes expresiones aceptaria como valida? 

6 
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Pase a Ia Seccl6n: 

(a) La rapidez de cambio de volumen de 
agua en el almacenamiento confi­
nado, con respecto a Ia carga hi­
drfmlica, h, es constante; esto es, 
dV I dh = constante. 

6-Con. 
21 

Su respuesta en Ia Seccion 32 es incorrecta. U n 
concepto muy importante omitido en la definici6n 
que usted eligi6 es que el rendimiento especifico se 
refiere al area de base unitaria del acuifero. La 
definici6n elegida por usted se refiere al volumen 

7 

Su respuesta en Ia Seccion 25 es incorrecta. La 
relaci6n presentada en la Secci6n 25 para la rapidez 
de desalojo de agua del almacenamiento era 

dV dh 
=SA 

dt dt 

donde S es el coeficiente de almacenamiento, A el 
area del acuifero en consideraci6n, y dhl dt la pro­
porci6n de cambio de carga con tiempo dentro de 
esa area del acuifero. En la pregunta de la Secci6n 

8 

Su respuesta en Ia Seccion 1 es incorrecta. Cada 
vez que afiadimos un volumen determindado ·de 
aqua al tanque-digamos 10 pies cubicos-el nivel 
de agua debe ascender por una cantidad fija co­
rrespondiente. Si el area de la base del tanque es de 
5 pies cuadrados, afiadir 10 pies cubicos de agua 
debera producir siempre un aumento de 2 pies en 

9 

(b) La rapidez de cambio de carga hi­
draulica con respecto al volumen 
almacenado depende del volumen 
almacenado 

(c) La rapidez de cambio del volumen 
en almacenamiento con respecto al 
area de Ia base del prisma, es igual a 
Ah. 

23 

30 

de agua que puede ser drenado del acufjero-el 
cual varia en relaci6n a la extensi6n del acuifero y 
es por lo general una cantidad muy grande. Como 
deseamos que el rendimiento especifico represente 
una propiedad del material del acuifero, defini­
mos este en terminos de volumen que puede ser 
drenado por unidad de area de mapa del acuifero. 

Regrese a la Secci6n 32 y elija otra respuesta. 

25, el rendimiento especifico dei nivel de agua 
del acuifero se di6 como 0.20 y la proporci6n de 
descenso del nivel de agua en el pozo poco pro­
funda se di6 como 0~5 pies por dia. El area super­
ficial de una secci6n del acuifero dentro de un 
radio de 10 pies del pozo seria 1r x 102

, 6 314 pies 
cuadrados. La proporci6n de desalojo del almace­
namiento en esta secci6n sera por lo tanto 

dV dh 
= SA - = 0.2 X 314 X 0.5 

dt dt 

= 31.4 pies cubicos por dia 
Regrese ala Secci6n 25 y elija otra respuesta. 

h; atiadir 15 pies cubicos de agua debera producir 
uh aumento de 3 pies en h; y asi sucesivamente. La 
relaci6n A VI Ah en este caso debera ser siempre 5. 
En otras palabras, la relaci6n A VI Ah es constante 
y es igual al area de la base A, del tanque. 

Si dibujamos V versus h, la pendiente de este 
grafico sera A VI Ah, por definici6n. Como hemos 
visto anteriormente, esta pendiente debe ser una 
constante. Una curva logaritmica no presenta una 
pendiente constante. 

Regrese a la Secci6n 1 y elija otra respuesta. 



PARTE IV. ALMACENAMIENTO DEL AGUA SUBTERRANEA 55 

Su respuesta en Ia Seccion 1 es incorrecta. El 
incremento en el volumen de agua dentro del tan­
que que resulta de un incremento en el nivel de 
agua dh, se obtiene por d V = Adh. Por lo tanto, 

dV 
--=A 

dh 

donde A, el area de Ia base del tanque es una cons­
tante. Si construimos un grafico de V, el volumen 

Su respuesta en Ia Seccion 1 es correcta. La pen­
diente del grafico,d Vldh 6 dVIdh, es constante e 
igual a A. Ademas, el volumen del agua almace­
nada por pie de carga (nivel del agua) en el tanque 
es A. 

Ahora considere el tanque mostrado en el di­
bujo. Es similar al utilizado anteriormente, ex­
cepto que esta lleno con arena seca y tiene una 
porosidad interconectada ( efectiva) denominada 
como n. El tanque esta abierto en Ia parte superior 
y tiene una base de area A. El agua puede ser bom­
beada dentro del tanque a traves de un tubo conec­
tado en su base, y el nivel del agua dentro del 
tanque-es decir, el nivel de saturaci6n de Ia 
arena-puede ser medido utilizando un piez6me­
tro, que tambien esta conectado en Ia base del 
tanque. 

PREGUNTA 

Supongamos que bombeamos un pequefio volu­
men de agua, V, dentro del tanque y observamos 
el nivel, h, que corresponde al ascenso de agua en 
el piez6metro. Sin to mar en cuenta ninguno de los 
efectos de capilaridad, t,cual de las siguientes 
expresiones constituiria una relaci6n valida entre 

Su respuesta en Ia Seccion 11 es incorrecta. Si el 
agua asciende a un nivel h sobre Ia base del tan­
que, el volumen total de arena saturada (sin tomar 
en cuenta efectos capilares) sera hA. Este 
volumen total tendra que ser multiplicado por Ia 
porosidad para obtener el volumen total de espa­
cio poroso saturado. Un repaso de Ia definicion de 

del agua del tanque, versus h, que es el nivel en el 
tanque, Ia pendiente del grafico por difinici6n sera 
d VI dh; pero como d VI dh es una constante, el 
grafico no puede ser una parabola. La pendiente 
de una parabola cambia constantemente a lo largo 
de su trazo. 

Regrese a Ia Secci6n 1 y elija otra respuesta. 

10 

Piez6metro 

el volumen de agua bombeada dentro del tanque y 
el ascenso del nivel de agua sobre Ia base del 
tanque? 

V = Ah 
h =VAn 
V =hAn 

Pase a Ia Seccl6n: 

31 
12 
14 

11 

porosidad como fue dada en Ia Pa ... te I podria ayu­
darle a clarificar este concepto. 

Regrese a Ia Secci6n 11 y elija otra respuesta. 

12 
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Su respuesta en Ia Seccion 25 es correcta. El 
desalojo del almacenamiento en un area especifica 
en el nivel superior del agua del acuifero se expresa 
por 

dV 

dt 

dh 
= Sy-4 - = 0.2 x A x 0.5 = 0.1A. 

dt 

El desalojo del almacenamiento de un area igual a 
Ia del acuifero artesiano seria 

13 

Su respuesta, V = hAn, en Ia Seccion 11 es 
correcta. Supongamos ahora que se afiada agua al 
tanque en incrementos, y h es· medida despues de 
cada adici6n; y supongamos que se construye un 
grafico de V versus h, don de V es el volumen total 
o acumulado que ha sido aiiadido, y h es el nivel 
de agua en el tanque. 

PREGUNTA 

Otra vez, sin tomar sin cuenta los efectos capi­
lares, el grafico resultante sera: 

14 

Su respuesta en Ia Seccion 20 es incorrecta. El 
caudal especifico del nivel superior del agua del 
acuifero sera, por lo general, mas grande que el 
coeficiente de almacenamiento en la zona arte­
siana al menos por dos 6rdenes de magnitud. Una 
fluctuaci6n estacional en el bombeo generalmente 
implicara una descarga corta del almacenamiento 
o un periodo corto de acumulaci6n en el almace-

15 

dV dh 
- =SA- = 2 x 10-4 x A X 5 = 0.001A. 
dt dt 

Entonces, la contribuci6n del nivel superior del 
agua excede al desalojo en el acuifero artesiano 
por un factor de 100. 

Asi se completa Ia parte introductoria a Ia discu­
sion sobre almacenamiento en el acuifero. Puede 
proceder con la Parte V, en la cual combinaremos 
el concepto de almacenamiento en el acuifero con 
la Ley de Darcy, utilizando la ecuaci6n de conti­
nuidad, para desarrollar la ecuaci6n diferencial 
para un problema simple en flujo de no-equilibro en 
aguas subterraneas. 

Pase a Ia Seccl6n: 

(a) una linea recta con pendiente 

.:1V 

.:1h 
= 

1 

An 

(b) una linea recta con pendiente 

.:1V 
--=An , 

.:1h 

(c) una curva logaritmi~a con una pen­
diente que depende de h. 

17 

26 

22 

namiento. Los dos acuiferos se bombean mas o 
menos al mismo ritmo; de esta manera ajustes esta­
cionales en el bombeo seran presumiblemente de 
la misma magnitud para cada uno. Sin embargo, la 
reacci6n de los dos acuiferos al bombeo (o 
acumulaci6n) de un volumen similar de agua sera 
completamente diferente y se regira por sus coefi­
cientes de almacenamiento. El acuifero con mayor 
coeficiente de almacenamiento podra soportar el 
bombeo con menor descenso del nivel de agua que el 
acuifero con meno coeficiente de almacenamiento. 

Regrese a Ia Secci6n 20 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta, V = hAn/3, en Ia Seccion 26 es 
correcta. Esta expresi6n nos da el volumen de agua 
desplazada al drenar el tanque por gravedad, y el 
volumen que se debe afiadir para saturar la arena 
al nivel original, suponiendo que la fracci6n rete­
nida por las fuerzas capilares es constante. 

PREGUNTA 

Consideremos, bajo la misma suposici6n, que el 
tanque es drenado por remoci6n de incrementos 
de agua ( o resaturado por adici6n de incrementos 
de agua) y se construye un grafico clel volumen de 
agua en el almacenamiento, V, versus el nivel de 
saturaci6n, h, de los resultados del experimento. 

Su respuesta en Ia Seccion 14 es incorrecta. 
Hemos visto que si un volumen de agua, V, es 
bombeado hacia el interior del tanque cuando la 
arena esta seca, la ecuaci6n 

describe la relaci6n entre V y el nivel de agua en la 
arena h. Si la arena esta ya saturada hasta cierto 
nivel, y se bombea un volumen adicional de agua, 

Su respuesta en Ia Seccion 26 es incorrecta. 
h • A • n representaria el volumen de agua que se 
requiere para elevar el nivel de agua a una altura h 
sobre la base del tanque, si Ia arena estuviese ini­
cialmente seca. Sin embargo, en este caso la arena 
no esta seca. Algunos de los espados porosos esta­
rian ya ocupados por agua al inicio del experi­
mento, ya que despues del drenaje por gravedad, 
los efectos capilares causarian la retenci6n perma­
nente de parte del agua. El volumen de agua que 
debe ser afiadido para resaturar la arena hasta el 
nivel h es igual al volumen del espacio poroso por 
debajo del nivel h, el cual ya no contiene agua. El 
volumen total del espacio poroso por debajo del 

;, Cual de las siguientes expresiones podria descri­
bir la pendiente del grafico resultante? 

Pase a Ia Secclon: 

.lV dV 
--- -- = n/3 4 

.lh dh 

.:lV dV 
-- - -- = An/3 33 

ilh dh 

.lV dV 
--- = hAn/3 29 

Ah dh 

16 

.:l V, el nivel de agua ascended!. por un incremento 

.lh, tal que 

.:l V = .lh • A • n. 

Regrese a la Secci6n 14 y use esta relaci6n para 
elegir otra respuesta. 

17 

nivel h es h • A • n. Cuando la arena fue inicial­
mente saturada, todo este volumen contenia agua. 
Cuando la arena fue drenada, una fracci6n de esta 
agua, que la designaremos como {3, fue desalo­
jada. La fracci6n remanente, 1 - 13~se mantuvo en 
la arena por retenci6n capilar. Por lo tanto, {3 
representa la fracci6n del espacio poroso vacio 
cuando se empieza a llenar nuevamente el tanque. 

Regrese a la Secci6n 26 y elija otra respuesta. 

18 
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Su respuesta en Ia Seccion 33 es incorrecta. 
Como el material del acuifero es identico a Ia 
arena de nuestro tanque experimental, asi como el 
area de Ia base de nuestro prisma en el acuifero es 
igual al area de Ia base de nuestro tanque, seria de 
esperar que Ia relaci6n entre el volumen desalo-

19 

Su respuesta en Ia Seccion 21 es correcta. Los 
resultados del experimento imaginario indican que 
el termino 

dV 

A dh 

es una constante para el material del acuifero. 
En Ia practica, al tratar con el almacenamiento 

confinado o compresivo de un acuifero, en general 
se asume que Ia cantidad, (1/ A)(dV/dh), es una 
constante para el acuifero, o es al menos una cons­
tante para cualquier posicion especifica dentro del 
acuifero. Esta cantidad (1/ A)(dV/dh). se deno­
mina S y se define como el coeficiente de alma­
cenamiento confinado o compresivo, o simple­
mente el coeficiente de almacenamiento del 
acuifero. 

Seria dificil o imposible efectuar el experimento 
descrito en Ia Secci6n 6. Sin embargo, si el coefi­
ciente de almacenamiento se define por Ia ecuaci6n 

S= 
A 

dV 

dh ' 

pueCie desarrollarse de esta definici6n una teoria 
de no-equilibria Ia cual explica muchos de los 
fen6menos observados en flujo confinado. 

Se deben observar los siguientes puntos en rela­
ci6n al coeficiente de almacenamiento confinado: 
(1) El coeficiente de almacenamiento es el volu­

men de agua desalojado del almacenamiento 
en un prisma de area unitaria que se extiende 
por todo el espesor del acuifero, causado 
por una unidad de descenso de carga. Esta 

20 

jado del almacenamiento y el descenso del nivel de 
agua dentro del prisma sea identica a Ia obtenida 
para el tanque. En Ia respuesta que usted eligi6, no 
hay ninguna descripci6n de los efectos por retenci6n 
capilar. Recuerde que el factor (3 debe aparecer en 
su respuesta. Este fue utilizado en el tanque expe­
rimental para describir Ia fracci6n del agua que 
podria ser drenada por gravedad y no Ia fracci6n 
retenida por capilaridad. 

Regrese a Ia Secci6n 33 y elija otra respuesta. 

expresi6n puede ser apreciada repitiendo el 
experimento hipotetico descrito anterior­
mente, o considerando que A = 1 en Ia 
forma de diferencia finita de Ia definici6~ 
S = (1/A)(~ V/~h). 

(2) La definici6n del coeficiente de almacena­
miento es similar a Ia de rendimiento especi­
fico, en el sentido que cada una es definida 
como el termino (1/A)(dV/dh), para un 
prisma extendido por todo un acuifero. Por 
eso, en muchas aplicaciones los dos ter­
minos ocupan Ia misma posici6n en Ia teo­
ria. En el caso de un acuifero no confinado 
el rendimiento especifico a menudo se re­
fiere como el coeficiente de almacenamiento. 

(3) Se deberia no tar, sin embargo, que los 
procesos comprendidos en los dos tipos de 
almacenamiento son completamente dife­
rentes. Extracci6n o adici6n a un dep6sito 
no confinado ocurre al nivel del agua; se 
trata como si ocurriese en un prisma del 
acuifero porque es generalmente Ia unica 
forma significativa de almacenamiento den­
tro de tal prisma en la mayoria de los casos 
que tratan del nivel superior de las aguas 
subterraneas. Los efectos de almacenamiento 
confinado, por otra parte, estan distribui­
dos por todo el espesor vertical de un 
acuifero. 

(4) Los valores del coeficiente de almacenamiento 
confinado son generalmente varias 6rdenes 
de magnitud menores que los valores del 
rendimiento especifico. Estos ultimos valo­
res fluctuan tipicamente de 0.001 a 0.35; en 
cambio, valores de almacenamiento confi­
nado usualmente varian de 1 o-s a 1 o-J. 

La definici6n de almacenamiento confinado 
en terminos de un prisma que se extiende por todo 
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el acuifero es apropiada cuando el flujo es entera­
mente horizon tal-es decir, donde no se presentan 
diferencias en carga o en litologia a lo largo de una 
vertical dentro del acuifero. Donde ocurren dife­
rencias verticales, se debe tomar en cuenta la posi­
bilidad de diferentes formas de descarga del 
dep6sito en diferentes puntos a lo largo de laver­
tical, por lo tanto una definici6n de almacena­
miento basada en un prisma ya no es adecuada. 
Entonces se utiliza el almacenamiento espec(fico, 
Su el cual se define como el volumen de agua desa­
lojado del almanecimiento confinado en una uni­
dad de volumen del acuifero por unidad de des­
censo en carga. En un acuifero homogeneo, S., 
seria igual a S dividido por el espesor del acuifero. 

PREGUNTA 

Consideremos una pequefia cuenca de agua sub­
terranea que contiene tanto un acuifero artesiano 
como un acuifero libre. La descarga regional del 
acuifero artesiano es igual a la del acuifero libre, y 
las fluctuaciones estacionales de bombeo son simi­
lares. Los registros son obtenidos de dos pozos de 

Su respuesta en Ia Seccion 6 es correcta. El gni­
fico muestra una linea recta, asi que la pendiente 
dV/dh, es una constante. Ahora supongamos que 
el area original de la base del prisma se duplica y 
nuestro experimento imaginario se repite; y 
supongamos que como resultado del aumento del 
area de Ia base, observamos que la pendiente de 
nuestro grafico, V, h es dos veces el valor original. 

PREGUNTA 

Digamos que A representa el area de la base de 
cualquier prisma (vertical) a traves del acuifero. 0 en 
terminos mas generales.digamos que A representa la 
superficie de la secci6n del acuifero aislado para la 
discusi6n. En base a Ia evidencia descrita, t,cual de 
los siguientes conceptos podria usted aceptar? 

(a) 
Pase a Ia Seccion: 

dV 

dh 
es una constante para el material 
del acuifero. 3 

observaci6n, ninguno de los cuales se encuentran 
en las cercanias a pozos de descarga. Un pozo 
muestra poca fluctuaci6n en el nivel de agua como 
respuesta a las fluctuaciones estacionales al bom­
beo, mientras el otro registra fluctuaciones gran­
des. t,Cual de las siguientes consideraciones sera 
probablemente la verdadera? 

Pase a Ia Secclon: 

(a) El pozo que muestra pequefias fluc­
tuaciones perfora el acuifero libre, 
mientras que el pozo que muestra 
grandes fluctuaciones perfora la 
zona artesiana. 25 

(b) Cada pozo penetra ambos acuiferos. 5 
(c) El pozo con fluctuaciones grandes 

perfora el acuifero libre, mientras 
que el pozo que muestra pequefias 
fluctuaciones perfora Ia zona arte-
siana. 15 

Con.-20 

(b) El termino 

dV 

A dh 

es una constante para el material 
del acuifero. 

(c) El termino 

A 
dv 

dh 

es una constante para el material 
del acuifero. 

20 

34 

21 
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Sin respuesta en Ia Seccion 14 es incorrecta. 
Sin tomar en cuenta efectos de capilaridad, hemos 
visto que hay una relaci6n lineal entre el volu­
men de agua, V, bombeado bacia el interior del tan­
que cuando esta inicialmente seco, y el nivel de agua, 
h, sobre la base del tanque. Esto es, un coeficiente 

22 

Su respuesta en Ia Seccion 6 es incorrecta. La 
relaci6n de cambio de volumen de agua en el alma­
cenamiento, al cambio en la carga hidrfmlica es 
por definicion Ia pendiente d Vldh 6 dV/dh, en el 
grafico de V versus h. Si la rapidez de cambio de V 

23 

Su respuesta en Ia Seccion 25 es incorrecta. La 
relaci6n dada en Ia Secci6n 25 para Ia rapidez de 
drenaje de agua del almacenamiento fue 

dV dh 
=SA 

dt dt 

donde S es el coeficiente de almacenamiento, A el 
area del acuifero en estudio, y dhl dt Ia velocidad 
de cambio de carga con el tiempo dentro de esa 

24 

Su respuesta en Ia Seccion 20 es correcta. De­
bido al elevado coeficiente de almacenamiento del 
acuifero libre, desalojo o acumulaci6n de un volu­
men comparable de agua causaria una menor fluc­
tuaci6n del nivel de agua en el acuifero libre que 
en el acuifero artesiano. En efecto, hemos intro­
ducido variaci6n de tiempo es este problema por-

25 

constante, An, que relaciona ambas cantidades: V = 
h • A • n. Esta linearidad se mantiene en el caso 
cuando el agua se aftade al tanque en incrementos. 
Cada incremento de volumen de agua, d V, 
bombeado al tanque produce un incremento de 
carga, dh, tal que 

dV = dh • A • n. 

Regrese a la Secci6n 14 y elija otra respuesta. 

con h dependiera de V, el grafico de V versus h 
mostraria una pendiente diferente para valores 
diferentes de V. El grafico, en otras palabras, seria 
una especie de curva. Sin embargo, en la Secci6n 6 
se muestra como una linea recta-tiene una pen­
diente constante, la misma para cualquier valor de 
v. 

Regrese a Ia Secci6n 6 y elija otra respuesta. 

area del acuifero. En Ia pregunta de la Secci6n 25, 
S se di6 como 2 x 1 o-4 para el acuifero artesiano y 
dhldt, medido en el pozo profundo fue de 5 pies 
por dia. Una secci6n del acuifero a 10 pies del 
radio del pozo de observaci6n tendria una superfi­
cie de 1r x 1 ()2 6 314 pies cuadrados. La rapidez 
de drenaje del agua del almacenamiento en esta sec­
cion seria por lo tanto 

dV 

dt 

dh 
= SA - = 2 X 10-4 X 314 X 5 

dt 

= 0.314 pies cubicos por dia. 
Regrese a Ia Secci6n 25 y elija otra respuesta. 

que discutimos cambios de carga en funci6n de 
tiempo. Para introducir tiempo en las ecuaciones 
se procede de Ia siguiente manera: 

Hacemos que S represente el rendimiento 
especifico o el coeficiente de almacenamiento. 
Entonces de acuerdo a nuestra definicion pode­
mos escribir, en forma de diferencia finita, 

1 dV 
S.=--­

A dh 
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La relaci6n entre el volumen de agua introducido 
o desalojado del almacenamiento del acuifero en 
un prisma de area de base A y el consecuente cam­
bio de carga es por lo tanto A V = SA Ah. 

Ahora dividamos ambos terminos de la ecua­
ci6n por At, que es el intervale de tiempo sobre el 
cual la disminuci6n de carga fue observada. En­
tonces tenemos 

AV Ah 
---SA 

At At 

o,si At es un intervale de tiempo lo suficientemente 
pequefio, 

dV dh 
=SA 

dt dt 

Aqui, dV/dt es la rapidez de acumulaci6n de 
agua en el dep6sito, expresada, por ejemplo en 
pies cubicos por dia; y dhldt es la rapidez de au­
menta de carga, expresada, por ejemplo en pies 
por dia. Si consideramos el desalojo del almacena­
miento, la carga disminuira y tanto dV!dt como 
dhldt seran negatives. La notaci6n de la derivada 
parcial,oh/ot,se usa comunmente como reemplazo 
de dh/ dt debido a que la carga puede variar con la 
distancia en el acuifero y tambien con el tiempo. 
Esta ecuaci6n es frecuentemente referida como la 
ecuaci6n de almacenamiento. 

La ecuaci6n tambien puede ser obtenida utili­
zando las reglas de diferenciaci6n. Para el caso 
que consideramos tenemos 

dV dV dh 
-, 

dt dh dt 

Su respuesta en Ia Seccion 14 es correcta. Si no 
existiesen efectos capilares, el resultado de llenar el 
tanque con arena seria simplemente disminuir el 
volumen disponible para el almacenamiento de 
agua. Por lo tanto, la pendiente del gnifico de V ver­
sus h para un tanque lleno de arena se diferenciaria 
de la pendiente para un tan que abierto (Secci6n 1) 
solo por el factor n, que es la relaci6n del volumen de 
almacenamiento disponible en el tanque con arena al 
volumen en el tanque abierto. 

pero por definici6n del coeficiente de almacena­
miento,dV/dh = SA, asi que por sustituci6n 

dV dh 
-=SA-. 
dt dt 

PREGUNTA 

Supongamos que marcamos los niveles de agua 
en un pozo profunda de observaci6n que penetra 
un acuifero confinado con un coeficiente de 
almacenamiento de 2 x 10-4 y un pozo de obser­
vaci6n poco profunda que penetra al acuifero libre 
con un rendimiento especifico de 0.20. El nivel de 
agua en el pozo profunda desciende a una raz6n 
de 5 pies por dia, mientras que el pozo poco pro­
funda desciende a una raz6n de 0.5 pies por dia. 
Tomando en cuenta el desalojo del agua del alma­
cenamiento en cada acuifero a un radio de 10 pies 
del pozo de observaci6n, t,cmil de las siguientes 
expresiones sera mas exacta? 

Pase a Ia Seccion: 

(a) Dentro del radio de 10 pies del pozo 
poco profunda, el agua es desalo­
jada del almacenamiento del acui­
fero libre a una raz6n de 5 pies cubi-
cos por dia. 8 

(b) La rapidez de drenaje del agua 
del almacenamiento en el · acuifero, 
libre a 1 0 pies del pozo poco pro­
funda es 100 veces mas grande que 
en el acuifero artesiano, a 10 pies del 
pozo profunda. 13 

(c) Dentro de un radio de 10 pies del 
pozo profunda, el agua es desalo­
jada del almacenamiento en el acui­
fero artesiano a una raz6n de 1 pie 
cubico por dia. 24 

Con.-25 

En la practica, por supuesto, efectos capilares 
no se pueden ignorar. En este proceso tomaremos 
un enfoque simplificado de sus efectos ya que una 
investigaci6n detallada del fen6meno de capilari­
dad esta fuera de los objetivos de esta presenta­
ci6n. Asumiremos que debido a las fuerzas de 
capilaridad, una cierta fracci6n constante de agua 

26 
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contenida en la arena es permanentemente rete­
nida. Es decir, asumimos que despues. de la satura­
ci6n inicial de la arena, no podemos jamas drenar 
por gravedad el volumen total de agua que se 
afiadi6 durante la saturaci6n inicial. Una parte de 
esta agua afiadida al principio permanece definiti­
vamente en los espacios porosos por atracci6n 
capilar; por lo tanto, la cantidad de agua que 
puede ser alternadamente almacenada y recupe­
rada es reducida. 

PREGUNTA 

Supongamos que el tanque es saturado inicial­
mente al nivel h y luego es drenado por gravedad. 
Mas aun, supongamos que la relaci6n del volumen 

26-Con. 

Su respuesta en Ia Seccion 32 es incorrecta. Su 
respuesta define el rendimiento especifico como la 
cantidad (probablemente la cantidad total) de 
agua que puede ser drenada por gravedad de una 
unidad de area del acuifero. En el analisis ante­
rior, desarrollamos el concepto de rendimiento 

27 

Su respuesta en Ia Seccion 33 es incorrecta. El 
material del acuifero se considera identico a la 
arena del tanque experimental descrito previa­
mente, y el area de la base del prisma igual al area 
de la base del tanque. Estamos considerando uni­
camente el almacenamiento dentro del mismo 

28 

de agua dremida al volumen inicialmente afiadido se 
da por {3; es decir, la fracci6n del agua afladida que 
puede ser drenada es {3, mientras que la fracci6n 
retenida en la arena por las fuerzas capilares es 
(1 - {3). En base a nuestra supocisi6n que la fracci6n 
retenida es una constante, ;,emil de las siguientes ex­
presiones da el volumen de agua que tendria que ser 
afiadido despues del drenaje para resaturar la arena 
al mismo nivel h de antes? 

V =hAn 

V= hAl!. 
{3 

V = hAn{3 

Pase a Ia Seccl6n: 

18 

2 

16 

especifico en terminos de cantidad de agua que 
puede ser drenada por unidad de descenso de nive/ 
de agua . Una definici6n verbal del rendimiento 
especifico debe por lo tanto incluir el ultimo coti­
cepto en la misma forma-es decir, debe indicar 
que nos estamos refiri~ndo a la cantidad desalo­
jada del almacenamiento por unidad de descenso 
de carga. 

Regrese a la Secci6n 32 y elija otra respuesta. 

prisma, en relaci6n al nivel del agua en el prisma y 
no nos interesa que ocurre en el acuifero fuera de los 
limites del prisma. En esta forma, deberiamos 
esperar que la relaci6n entre el volumen de agua 
drenada del almacenamiento y el consecuente des­
censo del nivel de agua sea igual para el prisma del 
acuifero como para el tanque del experimento 
anterior. 

Re.grese ala Secci6n 33 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en Ia Seccion 16, 

~v dV 
---
~h 

- = hAnR dh ~, 

es incorrecta. Esta respuesta indicaria que la rela­
ci6n entre V y h- es decir, la pendiente de un gni­
fico de V versus h-esUt en funci6n de h. Sin em­
bargo, hemos visto que si rellenamos el tanque 
despues de haber sido drenado por gravedad, 
encontraremos que V y h se relacionan por una 
constante, An{3. Es decir, observamos que V = 

Su respuesta en Ia Seccion 6 es incorrecta. ~h 
representa un simple cambio en la carga hidrfm­
lica, h. No representa ning(m tipo de rapidez de 
cambio; cuando describimos una relaci6n de cam­
bio, requerimos siempre dos variables debido a 
que siempre se considera la rapidez de cambio de 
una variable en funci6n de la otra. En esta etapa 
de nuestra discusi6n,estamos considerando la rela-

Su respuesta en Ia Seccion 11 es incorrecta. El 
tanque lleno de arena en la Secci6n 11 difiere 
del tanque abierto en la Secci6n 1,en que cualquier 
volumen de agua bombeado al tanque lleno de 
arena puede ocupar (micamente el volumen de los 
poros interconectados como espacio de almacena­
miento; en el tanque abierto de la Secci6n 1, Ia 
capacidad total del tanque estaba disponible. Si el 
tanque con arena se encuentra inicialmente vacio y 
un volumen de agua, V, se bombea en el, esta agua 
ocupara el volumen total del espacio interconec­
tado entre la base del tanque y la altura basta la 
cual la arena esta saturada (sin tomar en cuenta 
efectos de capilaridad). Si el nivel de agua en la 

Su respuesta en Ia Seccion 33, 

dV 
dh = An{3, 

es correcta. Se supone que el material de acuifero 
es identico a la arena de los experimentos. Si el 
area del prisma es igual al area del tanque, los dos 
graficos de almacenamiento versus el nivel de agua 

hAn{3 o que la relaci6n de V con h es la constante 
An{3. Si el tanque es drenado en intervalos, o relle­
nado en la misma forma despues de drenado, 
esperariamos la misma relaci6n entre el incre­
mento del volumen del fluido, ~ V, y el incremento 
de la carga, ~h, tal como se observ6 entre Vy h en 
el problema inicial. Esto es, esperamos encontrar 
que ~V = ~h • An{3. 

Regrese a la Secci6n 16 y elija otra respuesta. 

29 

ci6n entre el volumen de agua en almacena­
miento y la carga hidrfmlica. A(m no hemos consi­
derado el efecto de la variaci6n del area de la base 
del prisma del acuifero. 

Regrese a la Secci6n 6 y elija otra respuesta. 

30 

arena esta a una altura h sobre la base del tanque, 
el volumen total de la parte saturada de la arena 
sera h • A , donde A es el area de la base del tan­
que. Sin embargo, el volumen de agua inyectada 
no sera igual a este volumen total saturado, sino el 
volumen de los poros interconectados dentro de la 
regi6n saturada. Un repaso de la definici6n de 
porosidad que se explica en la Parte I podria ser util 
para aclarar este concepto. 

Regrese a la Secci6n 11 y elija otra respuesta. 

31 

deberian ser identicos. Sin embargo, observe que 
el area es un factor en la expresi6n dV/dh; si hubie­
semos escogido una secci6n del prisma de area 
mas grande, se dispondria de mayor almacena­
miento, por cada pie de cambio de carga, que un 
area mas pequefia, en la misma forma como un 
tanque de base mas grande dispone de mayor 

32 
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almacenamiento por cada pie en el cambio de nivel 
de agua que un tanque con area mas pequefia. Si 
el area de la base del prisma fuera unitaria, la 
expresi6n dV/dh seria simplemente n{3; yen gene­
ral, una expresi6n puede ser escrita para el cambio 
en el volumen de almacenamiento por cambio en 
unidad de carga, por unidad de area del acufjero, 
como 

1 -. 
A 

dV 
- = n{3 . 
dh 

El termino nf3~ es referido como el rendimiento 
especifico de un acuifero, yes generalmente desig­
nado como Sy. Como asumimos que la fracci6n de 
agua retenida por las fuerzas capilares (1 - {3), es 
constante, deducimos que Sy es tambien una con­
stante y para muchas aplicaciones en ingenieria 
este es un procedimiento satisfactorio. Se debe 
observar, sin embargo, que se trata de una 
aproximaci6n; la fracci6n del agua retenida por 
capilaridad puede cambiar con el tiempo, debido a 
varias razones, produciendo una variaci6n aparente 
de sy con tiempo. 

El rendimiento especifico de un acuifero des­
cribe las propiedades de almacenar y desalojar el 

32-Con. 

Su respuesta en Ia Seccion 16, 

~v dV 
-----;:;;- = dh = An{3, 

es correcta. La pendiente del grafico de volumen 
de agua en almacenamiento versus nivel de agua­
o en otras palabras, la derivada de V con respecto 
a h-seria constante e igual a A n{3. 

Ahora supongamos que estamos tratando con 
una secci6n prismatica vertical en un acuifero no 
confinado como se muestra en la figura. El area de 
la base del prisma se denomina como A. Suponga­
mos que el material del acuifero es identico en sus 
propiedades hidraulicas a la arena de los experi­
mentos. Deseamos construir un grafico del agua 
en almacenamiento recuperable dentro del prisma 

33 

agua (en un acuifero no confinado) asi como la 
permeabilidad describe las propiedades de trans­
misi6n de agu·a. Matematicamente, el rendimiento 
especifico es equivalente al termino (1 I A )(dV I dh ), 
para un acuifero no confinado. 

PREGUNTA 

En base a la discusi6n anterior, l,cmil de los 
siguientes conceptos elegiria como la mejor defini­
cion verbal del rendimiento especifico? 

Pase a Ia Secclon: 

(a) El rendimiento especifico de un 
acuifero no confinado es el volumen 
de agua que puede ser drenado del 
acuifero por gravedad como reacci6n 
al descenso unitario en la carga. 7 

(b) El rendimiento especifico de un 
acuifero no confinado horizontal es 
el volumen de agua, drenado por 
gravedad de un prisma vertical de 
base unitaria, extendiendose a traves 
del acuifero, como reacci6n a una uni-
dad de descenso del nivel saturado. 6 

(c) El rendimiento especifico de un acui­
fero no confinado es la cantidad de 
agua que puede ser drenada de un 
area unitaria del acuifero. 27 

versus el nivel de saturaci6n, o el nivel superior del 
agua subterranea, en el acuifero proximo al prisma. 
Estamos interesados unicamente en el agua que 
puede ser drenada por gravedad; el agua retenida 
permanentemente por capilaridad no sera con­
siderada parte del almacenamienio. 
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PREGUNTA 

;,Cual de las siguientes expresiones podria des­
cribir la pendiente de este grafico? 

dV 

dh 
= Ahnb 

Pase a Ia Secci6n: 

28 

Su respuesta en Ia Seccion 21 es incorrecta. En el 
experimento imaginario descrito en la Secci6n 21,se 
expres6 que el duplicar el area de base A, del 
prisma tenia el efecto de duplicar la pendiente 
dV/dh, del grafico V, h. Por lo tanto, el termino 
A(dV/dh) seria cuatro veces mas grande para el 
prisma de area doble que para el prisma original. 
Es decir, el termino A (dV/dh) dependeria del 

dV 
=An 19 

dh 

dV 
--

dh 
= An(3 32 

Con.-33 

tamafio del prisma considerado, como tam bien del 
tipo de material del acuifero, y no podria ser con­
siderado una constante representativa del material 
del acuifero. 

Regrese a la Secci6n 21 y elija otra respuesta. 

34 



Parte V. Flujo Unidireccional de No-equilibrio 

lntroducci6n 

En la Parte V, nuestro prop6sito es desa­
rrollar la ecuaci6n diferencial para un problema 
de flujo de no-"equilibrio. Por consiguiente, 
utilizamos la ecuaci6n de alrnacenamiento 

dV =SA dh, 
dt dt 

desarrollada en la Parte IV, tambien utilizamos 
la Ley de Darcy. Estas dos expresiones estan 
relacionadas por una expresi6n que se llama la 
ecuaci6n de continuidad, la cual es la definicion 
del principio de conservaci6n de masa. 

En la Parte VI desarrollaremos el mismo tipo 
de ecuaci6n con coordenadas polares y se 
discutira una soluci6n a esta ecuaci6n para un 
problema particular de flujo. Al estudiar las 
Partes V y VI, el lector observara que las rela­
ciones que describen el almacenamiento y 
transmisi6n del agua subterranea pueden ser 

combinadas para desarrollar ecuaciones diferen­
ciales para varios tipos de flujo; y que las solu­
ciones a estas ecuaciones pueden ser aplicadas a 
una variedad de problemas de campo. 

Antes de empezar con el programa de la Parte 
V, presentamos consideraciones en forma de 
texto, sobre el significado de las derivadas par­
dales, su uso en las ecuaciones para aguas 
subterraneas, y en particular su uso en una .for­
ma mas general de la Ley de Darcy. E sta forma 
de la Ley de Darcy se introdujo en las considera­
ciones expuestas en forma de texto al final de la 
Parte II . A continuaci6n se exponen conceptos 
dirigidos a los lectores que no estan 
familiarizados con derivadas parciales y 
notaci6n vectorial. Estos conceptos pueden ser 
omitidos por aquellos que no son ne6fitos en este 
tema. La exposici6n no intenta mostrar un 
analisis riguroso de esta materia por lo tanto se 
recomienda, si es necesario, consultar con tex­
tos basicos de calculo. 

Las Derivadas Parciales en el An~lisis de Flujo de Agua Subterraneas 

Cuando una variable dependiente varia en 
relaci6n a mas de una variable independiente, se 
utiliza la notaci6n de derivada parcial. U n mapa 
topografico, por ejemplo, puede ser considerado 
como una representaci6n de una variable depen­
diente ( elevaci6n) la cual esta en funci6n de dos 
variables independientes -las dos direcciones 
del mapa, que podemos denominarlas como x e 
y, como se muestra en la figurai. Si la elevaci6n 
es E, cada curva del mapa representa una curva 
en el plano x-y a lo largo de la cual E tiene un 
valor constante. En general, si nos desplazamos 
en la direcci6n x, cruzaremos curvas de 
elevaci6n- es decir, E cambiara al desplazar una 
distancia ~ paralela al eje de las x; se observa 
que E cambiara por una magnitud ilEx. 
Podriamos expresar la relaci6n AE)Il.x, que 

representa el cambio en elevaci6n sobre el co­
rrespondiente cambio en el intervalo x. Si el i.n­
tervalo ~ llega a ser infinitesimo, esta· relaci6n 
se designa como aE/ax y se expresa como ' la 
derivada parcial deE con respecto a x. aE/ ax es 
en realidad la pendiente de un grafico de E ver­
sus x para el punto en consideraci6n, o la pen­
diente de una tangente de este grafico, como se 
muestra en la figura i. Observe que para obteher 
aE!ax nos desplazamos paralelamente al eje de 
las x-es decir, manteniendo y constante, con­
siderando unicamente la variaci6n de .E debido 
al cambio en x. 

Similarmente, si nos desplazamos una pe­
quefia distancia, ll.y paralela al eje y, E tendra 
un pequefio cambio, ilEy. Nuevamente podemos 
expresar la relaci6n ilE) ll.y; si la distancia ~obre 

66 
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el eje y es infinitesima, la relaci6n se designa 
como aE/ay y se denomina como la derivada par­
cial de E con respecto a y. Observe que nos 
desplazamos a lo largo del eje y por lo tanto ten­
dremos ax constante y atribuiremos la variaci6n 
de E debido unicamente al cambio de y. 

Si sucede que la superficie varia regularmente 
sobre el area en el mapa, podremos escribir una 
expresi6n matematica que da la elevaci6n E, 
como una fun cion de x e y, entonces podremos 
computar aEI ax como una simple diferenciaci6n 
de esta expresi6n con respecto a x considerando 
y como constante. Similarmente, podemos com­
putar aEI ay por diferenciaci6n de la expresi6n 
con respecto a y, cuando x es constante. Por 
ejemplo, suponiendo que despues de analizar el 
mapa topografico, decidimos que la elevaci6n 
puede ser expresada aproximadamente como 
una funci6n de x e y por la ecuaci6n 

Diferenciando esta ecuaci6n con respecto a x, 
para y constante, se obtiene 

aE --=lOx. 
ax 

Por lo tanto, podrfamos computar aE/ax para 
cualquier pun to por sustituci6n de la coordenada 
x de ese punto en la ecuaci6n mencionada. 
Diferenciando la ecuaci6n con respecto a y, 
cuando x es constante, se obtiene 

aE -- =10, 
ay 

indicaque que aE/ay tiene el mismo valor, 10, 
para todos los puntos del mapa. En este 
ejemplo, aE/ax result6 a ser independiente de y 
y aE/ay independiente tanto de x como de y. En 
general, aE/ax puede depender de ambos, X e y, 
asf como aE/ay puede depender de x e y. Por 
ejemplo, si E se describe por la ecuaci6n 

E = 5x2 + 5y2 + 8xy + 20, 

la diferenciaci6n con respecto ax darfa 

aE - =10x+8y, 
ax 

mientras que la diferenciaci6n con respecto a y 
serf a 

aE - =10y+8x. 
ay 

En el ejemplo del mapa topograJico, aE/ax y 
aE/ay son derivadas espaciales-es decir, cada 
una describe las variaciones de E en una direc­
ci6n particular en el espacio. En las considera­
ciones expuestas en este capitulo usaremos las 
derivadas espaciales de carga, ah/ax, que dan el 
cambio en carga hidraulica con respecto a la 
distancia en la direcci6n x. Ademas, utilizaremos 
la derivada de carga con respecto al tiempo, 
ah/at, si se mantiene la posici6n fija. ah/at es una 
derivada parcial, asf como lo es ah!ax, y se ob­
tiene de acuerdo a las mismas reglas consideran­
do todas las variables independientes con­
stantes, excepto t. Podrfamos en efecto, hacer 
un "plano" de la variaci6n de carga con respecto 
a la distancia y el tiempo al establecer 
coordenadas como x y t, y dibujar curvas de 
igual h en este plano x, t. Las consideraciones 
expuestas para las derivadas direccionales en el 
ejemplo del mapa topografico pueden ser 
aplicadas a ah/at en este ejemplo. 

La derivada parcial de carga con respecto a la 
distancia, ah/ax, da la pendiente de la superficie 
potenciometerica en la direcci6n x para un pun to 
dado, x y tiempo t. Esto se ilustra en la figura ii. 
Si x 6 t varfan, en general ah/ax variara debido a 
que la pendiente de la superficie poten­
ciometrica cambia en funci6n de posici6n y tiem­
po. 

La derivada parcial de carga con respecto a 
tiempo, ah/at, da la rapidez con que el nivel de 
agua asciende o desciende-es decir, la pen­
diente de un hidr6grama- sobre un pun to dado, 
x, y tiempo, t, como se muestra en la figura iii. 
Nuevamente, six 6 t varfan, entonces en general 
ah!at variara. En otras palabras, ah!ax esta en 
funci6n tanto de x como de t, y ah/at es tambien 
funci6n de x y t, en el caso general. 

Ffsicamente, ah/ax puede ser considerada 
como la pendiente de la superficie poten­
ciometrica que se observarfa si el tiempo fuese 
detenido en algdn valor. Si se da una expresi6n 
para h como una funci6n de x y t, ah/ax puede ser 
calculada por diferenciaci6n de esta expresi6n 
con respecto a x considerando t como una con­
stante. En la misma forma, ah/at puede 
visualizarse como la pendiente de un 
hidrograma registrado en una posici6n par-
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Curvas de nivel en el plano x, y, mostrando 
lfneas a lo largo de las cuales E es constante 

Zt x2 x 

y 

Curva de E versus x 
para y =yl; La pendiente 

de la tangente para el 
aE punto x, , Y1 es-
ax 

Curva de E versus y para x = x1; 
La pendiente de la tangente 
para el punto x1, y, 

es aE 
ay 

fig. i 

ticular (valor x). Si h se presenta como una fun­
ci6n de x y t, se podrfa obtener una expresi6n 
para oh/ot por diferenciaci6n con respecto a t, 
considerando x como una constante. 

En la Parte V las consideraciones del proble­
ma se restringen unicamente a la derivada 
espacial oh/ox, y la derivada del tiempo. En el 
caso general, tendremos que considerar 
derivadas tridimensionales- oh/ox, ohloy, y 
ohloz- ademas de la derivada de tiempo. En tal 

S rf . . Pozos de 
up~ 1~1e . observaci6n 

potenc;~etnca ~ / ~ 

.................. 

----1:------Distancia, x 
~. 

fig. ii 

Pendiente de la 

tangente = _E!_ 
at 

para el tiempo t = t, 

h 
Hidr6grama del 

pozo de observaci6n 

'-------i----- Tiempo, t 
tJ 

fig. iii 

caso, como se indic6 al final de la Parte II, 
utilizarfamos la Ley de Darcy en una forma mas 
general. Cuando ocurre flujo en mas de una 
direcci6n, consideramos el caudal especffico 
q = Q!A como un vector teniendo los tres com­
ponentes q", qy, y q.,. Si el medio es isotr6pico, 
cada uno de estos componentes se obtiene por 
una forma de la Ley de Darcy, en la cual se 
emplea la derivada parcial de carga en la direc-



z 

11 

fig. iv 
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cion de interes. Las expresiones para los com­
ponentes de las velocidades aparentes son: 

q -z-

-K~ 
ax 

-K~ 
ay 

-K~, 
az 

donde K es la conductividad hidraulica. 
qx representa en realidad la descarga del fluido 

por unidad de area en la direcci6n x-es decir, la 
descarga que atraviesa un area unitaria orien­
tada en angulo recto al eje de las x. 
Similarmente, qy y q% representan la descarga 
que atraviesa area unitarias normales a los ejes 
y y z, respectivamente. Los tres componentes 
son calculados independientemente y sumados 
vectorialmente para obtener la resultante de la 
velocidad aparente del flujo. (V er figura iv) 

Ahora continuaremos con el material pro­
gramado correspondiente ala Parte V. 

1" 

La figura muestra un tanque abierto con en­
trada en la parte superior y una salida en la 
base. El agua entra al tanque por la parte 
superior a una raz6n Ql y se descarga por la base 
a una proporci6n Q2. 

PREGUNTA 

Supongamos que el volumen de agua en el tan­
que aumenta a una velocidad de 5 pies cubicos 
por minuto. l Cual de las siguientes ecuaciones 
podrfa ser considerada correcta? 

Pase a Ia Seccion 

Ql = 5 pies cubicos por minuto 

Ql + Q2 = 2.5 pies cubicos por minuto 
2 

Ql - Q2 = 5 pies cubicos por minuto 

29 

17 

21 



70 TECNfCAS DE INVESTIGACIONES DE RECURSOS 

2" 

Su respuesta en •la Secci6n 32, 

es incorrecta. El flujo a traves de la cara 1 del 
prisma se obtiene, de acuerdo ala Ley de Darcy, 
como el producto de la conductividad hidraulica, 
la gradiente de carga en la cara 1, y la secci6n 
transversal bily, de la misma cara; es decir, 

Igualmente, la salida a traves de la cara 2 se ob­
tiene por el producto de la conductividad 
hidraulica, la gradiente de carga en la cara 2 y la 

3" 

Su respuesta en la Secci6n 30, 

Ql= -K ( ·~) 
bil.y ax 1 ' 

4" 
Su respuesta en la Secci6n 7, 

ax2 ax 

es incorrecta. Deseamos conocer el cambio en la 
cantidad ahlax en un intervalo pequefio, ll.x, 

·f 

secci6n transversal de la cara 2, la cual se ob­
tiene da por bil.y; es decir, 

Qz= -K (~) bil.y. 
ax 2 

El flujo de entrada menos el de salida se ob­
tiene entonces por 

Q,-Q, =Kb!ly I ( :: ) ' - (-:-) J 
En las secciones precedentes, hemos visto que el 
termino 

puede escribirse en una forma equivalente 
utilizando la segunda derivada. 

Regrese a Ia Secci6n 32 y utilice esta segun­
da derivada en Ia ecuacion anterior para 
obtener Ia respuesta correcta. 

es incorrecta. La Ley de Darcy expresa que el 
flujo a traves de un plano particular-en este caso, 
para la cara 1 del prismase-obtiene por el pro­
ducto de la conductividad hidraulica, area y gra­
diente de carga. Su respuesta presenta el flujo 
como producto de la conductividad hidraulica y 
la gradiente de carga dividido por el area. 

Regrese a Ia Seccion 30 y elija otra 
respuesta. 

sobre el eje de las x. Hemos visto en las sec­
ciones anteriores de la Parte V que el cambio en 
la variable para un intervalo es el producto de la 
derivada de la variable por la longitud del inter­
valo. En este caso, la variable es ah/ax y el inter­
valo es Ax; por lo tanto requerimos la derivada 
de ah/ax con respecto a x multiplicada por el in­
tervalo il.x. 

Regrese a Ia Seccion 7 y elija otra 
respuesta. 
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Su respuesta en la Secci6n 21 es incorrecta. 
U n descenso del nivel de agua en el piez6metro 
indicaria que el agua fue desalojada del 
almacenamiento en· el prisma del acuifero. La 
pendiente del gnifico del nivel piezometrico ver­
sus tiempo seria en este caso negativa; es decir, 
ahJat seria negativa, debido a que h disminuye 
cuando el tiempo aumenta. De acuerdo a la 
ecuaci6n de almacenamiento 

dV =SA~, 
dt at 

por eso la proporci6n de acumulaci6n en el 
almacenamiento dV/dt, deberia ser tambien 

Su respuesta en la Secci6n 21 es incorrecta. Si 
el nivel de agua en el piez6metro fuera constante 
con el tiempo, un grafico de los valores 
piezometricos tornados versus tiempo seria 
simplemente una linea horizontal. La pendiente 
de tal grafico, ah/at, seria cero. Seglin la 
ecuaci6n de almacenamiento; la rapidez de 
acumulaci6n de agua en el prisma tendria que 
ser cero puesto que 

dV =SA~ =SA· 0=0. 
dt at 

Su respuesta en la Secci6n 16, 

(!!!___) - (:!!!____) = ( d ( 1-l ) (x2 -x1), 
dx 2 dx 1 dx 1-2 

es correcta. En este caso la derivada misma es la 
variable cuyo cambio se requiere, y por lo tanto 
deberiamos utilizar la derivada de la derivada, 

dx 

evaluada en un punto dentro del intervalo. Este 
termino es llamado la segunda derivada de y con 

5" 

negativa. Es decir, tendremos disminuci6n en 
vez de acumulaci6n en el almacenamiento. La 
pregunta en la Secci6n 22, sin embargo, expresa 
que el flujo de entrada en el prisma excede al de 
salida; ademas, de acuerdo a la ecuaci6n de con­
tinuidad, deberia ocurrir la acumulaci6n en el 
almacenamiento. 

Regrese a Ia Secci6n 21 y elija otra 
respuesta. 

6" 

La pregunta expresa, sin embargo, que el flujo 
de entrada al prisma excede al flujo de salida; de 
acuerdo a la ecuaci6n de continuidad, entonces, 
la proporci6n de acumulaci6n de agua en el 
almacenamiento no puede ser cero. En cambio, 
debe ser igual a la diferencia entre la entrada y 
la salida. 

Regrese a Ia Secci6n 21 y elija otra 
respuesta. 

7'' 

respecto ax, cuya notaci6n es d2yldx2. Es decir, 

d2y - d ( dy ) 

d 2 - dx 
X ---

dx 

= pendiente del grafico de dy versus x. 
ax 

Los terminos y notaciones utilizados en el caso 
de derivadas parciales son enteramente 
paralelos. La notaci6n, a2hlax2, se utiliza para 
representar la segunda derivada parcial de h 
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7''-Con. 

con respecto ax, la cual resulta ser la derivada 
parcial de ahJ ax con respecto a x. E s decir, 

a2 h a (_!]/_) 
--= ax 
ax2 -.--

ax 

= pendiente del grafico de ah versus x. 
ax 

Nuevamente, la notaci6n de la derivada par­
cial indica que podremos esperar que ahJ ax varie 
con t (o con alguna otra variable) tanto como con 
x; a2hJax2 mide unicamente su cambio debido al 
cambio en x, las demas variables independientes 
se inantienen constantes. 

PREGUNTA 

En la Secci6n 9, vimos que el flujo ·de entrada 
menos el de salida para el prisma del acuffero se, 
puede expresar en la forma 

8" 

Su respuesta en la Secci6n 30, 

Q 1 = - KbAxAy (_!!!__ ) , 
ax 1 

9" 
Su respuesta en la Secci6n 33, 

Q, -Q,= -Kbtly I ( :~ ). -( :~ )J 

Q' - Q, = KMy I ( : ) ' -( :: ) ' l 
y que el termino 

I ( :~ ), -( :~ ). J 

represe"nta el cambio en la gradiente hidraulica 
presente en el-prisma. Si el ancho del prisma en 
la direcci6n x (es decir paralela al eje x) es Ax, 
lCual de las siguientes expresiones puede, en 
forma razonable, ser substituida por 

Pase a Ia Seccion 

4 

23 

ax 

32 

es incorrecta. De acuerdo a la Ley de Darcy, el 
flujo a traves de la cara 1 debe igualar al produc­
to de la conductividad hidraulica, el area de la 
secci6n de la cara 1 y la gradiente de carga en la 
car a 1. E l area de la secci6n de la cara 1 es 
simplement; bAy. 

Regrese a Ia Seccion 30 y elija otra 
respuesta. 

es correcta. Podrfamos cambiar los terminos en­
tre Haves a (ahlax)2 -(ah!ax)1 y omitir el signo 
negativo para obtener la forma 

Q, -Q,=KMy I ( :~ ), -( :~ )J 
El term.ino (ahJax)2 -(ahJax)l' representa el 

cambio en la gradiente hidraulica de la cara 1 a 
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la 2 en el prisma del acuffero. Deseamos ahora c 0 n • - 9 II 
expresar este cambio en gradiente hidniulico en 
una forma ligeramente diferente. 

PREGUNTA 

En la figura una variable y se construye en 
funci6n a una variable independiente, x. A 
medida que x varia de x. a x2, y varia de y. a 
y2;(dy/dx)t-2 representa la pendiente del grafico 
en un punto entre x. and x2. Si el cambio en xes 
pequeflo, ~cual de las siguientes expresiones 
usaria para obtener un valor aproximado para el 
cambio en y? 

Pase a la Seccion 

y2-y.= (!!L) (x2-x.) 
dx 1-2 

y2-y.= ( dy) +(x2-x.) 
dx 1-2 

Y2 -y. =m(x2 -x.)+ dy 
dX 

Su respuesta en la Secci6n 34, 

16 

25 

20 

es correcta. (Deberiamos observar que para un 
prisma finito, ahlat puede variar de un punto a 
otro entre las dos caras; y que requerimos un 
valor promedio, el cual proporcionara el valor 
correcto de dV!dt para el prisma. En efecto, hay 
siempre al menos un punto dentro del prisma en 
el cual el valor de ah/ at es el promedio, entonces 
asumimos que podemos medir y usar ah/ at en tal 
punto. Si permitimos que el prisma sea in­
finitesimal en tamaflo, solamente un valor de 
ah/at puede ser especificado dentro de el, y este 
valor dara un resultado exacto para dV!dt.) 

Utilizando la ecuaci6n de continuidad 
establecemos esta expresi6n obtenida para la 
rapidez de acumulaci6n como igual a la ex­
presion del flujo de entrada menos el de salida. 

11 

Y2----------------

10" 
PREGUNTA 

~ Cual de las siguientes expresiones se obtiene 
al igualar la expresi6n mencionada 
anteriormente para dV!dt ala ecuaci6n obtenida 
en la Secci6n 34 para Q. -Q2? 

Pase a la Seccion 

a2h = s ah 19 
ax2 T at 

T a2h dxdy=S~ 11 
ax2 at 

Tdydx~=Sdxdy~ 24 
ax at 
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11"· 

· Su respuesta ei1 la· Secci6n 10 es incorrecta. 
Utilizamos la Ley de Darcy a fin de obtener•ex­
presiones para la entrada y salida de flujo del 
prisma del acuffero, y usamos la notaci6n de la 
segunda derivada para expresar la diferenda 
entre entrada y salida de flujo. La ecuaci6n asf 
obtenida en la secci6n 34 

Q1-Q2=T~x~y iJ2h , 
ax2 

fue para el .. flujo de entrada menos el de ' salida~ 
De acuerdo a la ecUaGi6ri de ;- continuidad, en­
trada 'menos salida de flujo debe ser ·iguai a ·la 
proporci6n de acurnulaci6n en el aimacenamien-
to; es decir · · · 

12" 

Su respuesta en la Secci6n 34, 

dt K at 

es incorrecta. La · ecuaci6n de almacenamientb 
nos dice que el volumen de acu·mulaci6n de.agua 

13" 

Su respuesta en la Secci6n 16, 

( dy ) ( ~y ) ' = ( dy ) 2 -- -- -- (x2- x1), 
dx 2 dx 1 dx 1-2 

es incorrecta. ·En est~ caso, la ;variable depen­
diente dibujada en el eje vertical, es dyldx. Como 

Q~-Q2:= dV. 
dt 

Obtuvimos una . expr~si6n para .dV/dt por medio 
de la eGUaGi6n de almacenamiento, que expresa 
que el volumen de acumulaci6n en el almacena-
·miento debe ser igual al producto del coeficiente 
de almacenamiento, del area base o superficie y 
la velocidad de cambio de carga; es decir 

. dV =S~x~y~. 
dt at 

La sustitici6n de la primera y tercera ecuacion 
en la· segunda produce el resultado correcto~ 

.Regrese a la Secci6n 10 y elija otra 
respuesta. 

en almacenamiento dentro del prisma del 
acuffero debe igualar al producto del coeficiente 
de almacenamiento, con la proporci6n de cambio 
de carga con tiempo, y el area base del prisma. 
La conductividad hidraulica, K, no se considera 
en la ecuaci6n de almacenamiento. En la 
respuesta elegida por usted, no existe un ter­
mino que describe el area base del prisma y en 
cambio la conductividad hidraulica aparece en el 
lado derecho de la ecuaci6n. 

Regrese ·a . Ia Seccion .34 y elija otra 
respuesta. 

hemos visto en las secciones anteriores, el cam­
bio en la variable dependiente se obtiene por la 
pendiente del grafico, o la derivada de la 
variable dependiente con respecto a x, 
multiplicada por el cambio en x. Por lo 'tanto, 
necesitamos la derivada de dy/dx con respecto a 
x en nuestra respuesta. En la respuestaque ~e 
muestra arriba tenemos solamente el cuadrado 
de la derivada de y con respecto a x. 
, Regre~e a , Ia Sec~i6n 16 y elija otra 

respuesta. · 
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Su respuesta en la Secci6n 22 es incorrecta. 
Es verdad que si el flujo de entrada difiere del de 
salida, el nivel del agua en el prisma del acuffero 
debera cambiar tambien con el tiempo aunque 
no necesariamente ascendera: Si el flujo de en­
trada es menor que el de salida, el nivel 

Su respuesta en la Secci6n 33, 

es incorrecta. En esta respuesta se asocia el 
coeficiente de almacenamiento S, con la 
derivada espacial de carga, (ahJax)2; esto por sf 
solo deberfa ser suficiente para indicar que la 
respuesta es incorrecta. En la ecuaci6n de 
almacenamiento, S esta asociada con la derivada 
de carga respecto a tiempo, ahJat. Nuevamente, 

Su respuesta en la Secci6n 9, 

y, -y, = ( : ) ,_,(x, -x,), 

es correcta. El cambio en la variable depen­
diente, y, se obtiene multiplicando el cambio en 
la variable independiente, x, por la pendiente del 

(:). 

(:). 

dy 

d:t 

1~% I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

14" 
descend era. 

Regrese a Ia Secci6n 22 y elija otra 
respuesta. 

15" 

la respuesta escogida incluye 11nicamente la gra­
diente de carga en el area de salida. Debido a 
que buscamos una expresi6n para la entrada 
menos la salida, necesitamos que las gradientes 
de carga en ambas caras del prisma sean com­
prendidas en la respuesta. 

Regrese a Ia Seccion 33 y elija otra 
respuesta. 

16" 

grafico, dy/ dx. Observe que dy/ dx debe ser la 
pendiente cerca del intervalo X1 a x2; fre­
cuentemente se considera como la pendiente del 
punto medio de este intervalo. Su aproximaci6n 
llega a ser mas precisa cuando el tamaflo del in­
tervalo x2- x1, disminuye. La ecuaci6n anterior 
a menudo se escribe en la forma 

D.y = dy • D.x. 
dx 

(De una manera formal, se puede demostrar 
que si y es una funci6n continua de x y si dy/ dx 
existe en el intervalo x1 a x2, entonces existe al 
menos un punto en alguna parte de este inter­
valo en el cualla derivada,dy/dx, tiene un valor 
tal que 

dy y2-yl 
--=---

dx x2 -x1 
6 
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16''-Con. 

E sto es conocido como la ley de la media, en 
calculo diferencial. Garantiza que la aproxima­
ci6n puede siempre utilizarse, siempre y cuando 
seamos cuidadosos al escoger el punto dentro 
del intervalo en el cual tomamos dyldx. Ademas, 
en raz6n a que esta ley vale -no importa cuan pe­
queflo sea el intervalo (x2- x1)- la aproximaci6n 
debera ser exacta para un intervalo in­
finitestimal). 

PREGUNTA 

Supongamos que medimos la pendiente de 
nuestra curva, dyldx, en varios puntos, y cons­
truimos un grafico de dyldx versus x como se 
muestra en la figura. Nuevamente, supongamos 
que necesitamos saber el cambio en dy/dx que 
ocurre cuando x cambia de X1 a x2. El sub-fndice 

17'' 
Su respuesta en la Secci6n 1 es incorrecta. La 

proporci6n de acumulaci6n en el tanque depende 
tanto de Ql como de Q2, pero ·no en la forma 

18" 

Su respuesta en la Secci6n 33, 

Q1- Q2 =K (_l!_) -K (_Qfl._) , 
ax 1 ax 2 

19" 

Su respuesta en la Secci6n 10~ 

a2h _ s ah ____ , 
ax2 T at 

es correcta. La ecuaci6n describe el movimiento 
del agua subterranea bajo condiciones asumidas 

1-2 se usa para denotar la evaluaci6n en los pun­
tos entre X1 y x2. l Cual de las siguientes expre­
siones producira un valor aproximado para este 
cambio? 

Pase a Ia Seccion 

( ~} - (!:!!__) =(x2-x1) (~} 
dx 2 dx 1 dx 1-2 

31 

( 
dy ) ( dy ) ( dy )

2 

- - - (x2-x1) 
dx 2 dx 1 dx 1 _ 2 

13 

7 

como se expresa en su respuesta. La entrada al 
tanque debera ser balanceada por la salida, por 
acumulaci6n de agua en el tanque o por una 
combinaci6n de estos factores. 

Regrese a Ia Secci6n 1 y elija otra 
respuesta. 

e$ incorrecta. La respuesta considera tanto el 
'fiujo de entrada como el de salida como produc­
tos de la conductividad hidraulica y el gradiente 
de carga; pero hemos visto en la aplicaci6n de la 
Ley de Darcy al problema, que cada una debera 
ser producto de conductividad hidraulica, gra­
diente de carga y area de flujo. 

Regrese a Ia Secci6n 33 y elija otra 
respuesta. 

como simples, -es decir, cuando el acuffero es 
c<;>nfinado, horizontal, homogeneo e isotr6pico, y 
el movimeinto es en una direcci6n (en la direc­
ci6n del eje de las x). 1. Si los componentes 
horizontales del movimiento normal al eje de las 

· x estuviesen presentes tendrfamos que con­
siderar los flujos de entrada y de salida a traves 
de las otras caras del prisma; es decir, las dos 

i Cooper (1966) expone con mayor detalle la ecuaci6n de 
aguas subterraneas. 
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caras normales al eje de las y. Obtendrfamos que cOn • -19 ff 
la entrada menos la salida de flujo serfa 

Qyt- Qy2 =Kb11.xl1.y a2h . 
ay2 

El flujo total de entrada menos el de salida 
para el prisma serfa entonces 

donde Qxt - Qx2 representa el termino obtenido 
previamente.Kb11.x11.y(a2h/ax2). Finalmente, igua­
lando el flujo total de entrada menos el de salida 
al volumen de acumulaci6n, tendrfamos 

Kbl1.xl1.y a2h + Kbl1.xl1.y a2h =SI1.xl1.y~ 
ax2 ay2 at 

o utilizando la notaci6n T =Kb y dividiendo por 
Tl1.x11.y, 

Estas son ecuaciones diferenciales parciales; 
es decir, son ecuaciones que contienen derivadas 
parciales. La relaci6n presentada arriba para 
flujo en dos dimensiones es una ecuaci6n 
diferencial parcial en tres variables indepen­
dientes, x, y y t. Para mas simplicidad, con­
tinuaremos la discusi6n en terminos de la 
ecuaci6n para un flujo unidireccional, 

a2h =§_~. 
ax2 T at 

E sta es una ecuaci6n diferencial parcial en dos 
variables independientes x y t. Relaciona la 
rapidez de cambio de carga con tiempo, a la 
rapidez con la cual la pendiente de la superficie 
potenciometrica, ah/ax, cambia con la distancia. 

Cuando decimos . que requerimos una soluci6n a 
esta ecuaci6n diferencial parcial, queremos decir 
que buscamos una expresi6n que tenga carga h, 
como una funci6n de la posici6n de x, y tiempo t, 
tal que cuando esta expresi6n es diferenciada 
dos veces con respecto a x (para obtener a2h/ax2

) 

y una vez con respecto a t (para obtener ah/at), ) 
los resultados satisfacen la condici6n 

a2h _ s ah ----· 
ax2 T at 

Tal como en las ecuaciones diferenciales or­
dinarias, habra siempre un m1mero infinito de 
expresiones que satisfaceran una ecuaci6n 
diferencial parcial; la soluci6n particular re­
querida para un problema debera satisfacer, 
ademas, ciertas condiciones peculiares del pro­
blema. Al igual que en las ecuaciones diferen­
ciales ordinarias, estas condiciones adicionales, 
llamadas condiciones limites, establecen los pun­
tos iniciales en los cuales son medidos los cam­
bios de h descritos por la ecuaci6n diferencial. 

Aqui concluye Ia Parte V. En la Parte VI 
haremos un desarrollo similar al de la Parte V, 
pero utilizando coordenadas polares y estudian­
do el problema de flujo de no equilibrio a un 
pozo. Nuestro metodo sera el mismo; ex­
presaremos la entrada y la salida en terminos de 
la Ley de Darcy y la proporci6n de acumulaci6n 
en terminos de la ecuaci6n de almacenamiento; 
entonces, relacionaremos los terminos de flujo y 
almacenamiento por medio de la ecuaci6n de 
continuidad. Consideraremos una soluci6n par­
ticular de la ecuaci6n diferencial parcial 
resultante y mostraremos c6mo esta soluci6n 
puede ser utilizada para encontrar otras solu­
ciones, incluyendo la muy conocida ecuaci6n de 
Theis. 
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20" 

Su respuesta en la Seccion 9, 

Y2 -y~ =m(x2 -x~)+ ily , 
i.lx 

es incorrecta. Si se construye u.n grafico de y en 

21" 

Su respuesta en la Seccion 1 es correcta. Si el 
agua se acumula en el tanque a una proporcion 
de cinco pies cubicos por minuto, el flujo de en­
trada debera exceder al de salida por esa misma 
cantidad. Esto es esencialmente una expresion 
del principia de conservacion de la masa. Debido 
a que la masa no puede ser destruida ( excepto 
por conversion en energia, lo cual no se con­
sidera aquf), la diferencia entre hi vel9cidad con 
la cual la masa ingresa al tanque y aquella que 
deja el tanque debe ser igual a la proporcion de 

Material que confina 
el acuffero 

funcion de x, el cambio en y correspondiente a 
un pequefio cambio en x se obtiene por la 
relacion: Cambio en y = (Pendiente de la curva) 
· (Cambio en x), donde la pendiente de la curva 
se mide cerca de donde se observa el cambio. 
Esto viene directamente de la definicion de la 
pendiente de la curva. 

Regrese a Ia Seccion 9 y elija otra 
respuesta. 

acumulacion en el tanque. Como la compresion 
del agua no es significativa aqui, podemos usar 
volumen en vez de masa. En terminos 
generales, la relacion que nos ocupa puede ser 
expresada como: 

Flujo de Entrada-Flujo de Salida 
= Proporcion de Acumulacion. 

Esta relacion es a menudo denominada como la 
ecuacion de continuidad. 

Observe que si el flujo de salida excede al de 
entrada, Ia proporci6n de acumulaci6n sera 
negativa- es decir, tendremos agotamiento en 
vez de acumulaci6n. Un caso importante y 
especial de esta ecuaci6n es aquel en el cual el 
flujo de entrada y el de salida son iguales, por lo 
tanto la acumulaci6n es cero. Como un ejemplo, 
consideremos un tanque en el cual el flujo de en­
trada es igual al de salida. La proporci6n de 
acumulaci6n en el tanque es cero, y el nivel del 
agua no cambia con el tiempo. Se dice entonces 
que el flujo esta en equilibrio o en regimen per­
manente. El problema que consideramos en Ia 
Parte III fue de esta clase; no se postularon 
cambios de carga con el tiempo, asf que se con­
sideraba implfcita la suposici6n que el flujo de 
entrada era igual al de salida. Se puede asumir 
que los patrones de flujo permanecen iguales de 
un tiempo a otro. 

Diferentes formas de Ia ecuaci6n de con­
tinuidad se presentan en todas las ramas de la 
ffsica. En electricidad, por ejemplo, si en un con­
densador la carga de entrada excede a la de 
salida, la carga debera acumularse en la ar- . 
madura del condensador y aumentar el voltaje. 
En la conducci6n del calor, si el flujo de entrada 
excede al de salida en una regi6n, el calor debera 
acumularse dentro de esta regi6n, y ~levarse la 
temperatura. · 
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PREGUNTA 

El diagrama muestra una secci6n prismatica 
de un acuffero confinado. El agua fluye en la 
direcci6n x, es decir, entra al prisma por la cara 
1 y sale del prisma por la cara 2. Un piez6metro 
o un pozo de observaci6n mide la carga 
hidraulica dentro del prisma. Supongamos que 
la proporci6n volumetrica ·de ingreso de agua a 
traves de la cara 1 excede lade la salida por la 

Su respuesta en la Secci6n 30, 

Q1= -Kbily (~), 
ax 1 

es correcta. (ah/ax)1 es la gradiente hidraulica en 
el punto y tiempo particulares que nos in­
teresan. Simplemente introducimos esta ex­
presi6n en la Ley de Darcy para obtener la pro­
porci6n de flujo requerida. 

Aquf estamos tratando el flujo de no­
equilibria; es decir, por lo general la entrada de 
flujo y la salida no son iguales; el flujo ocurre 
solamente en la direcci6n x; aunque el flujo de 
salida de nuestro prisma del acuffero ocurre 
unicamente a traves de la cara 2, como se 
muestra en el diagrama. 

PREGUNTA 

Asumiento que el flujo de salida difiere del de 
entrada, que la conductividad hidraulica y el 
espesor del acuffero son constantes, ~cual de las 
siguientes expresiones es correcta? 

Pase a Ia Seccion 

El nivel de agua en el prisma se eleva. 14 
La gradiente hidraulica en la cara 2 del 

prisma debera diferir de la cara 1 en el 
prisma. 33 

La proporci6n de extracci6n del alma­
cenamiento debe obtenerse por la Ley de 
Darcy. 26 

Con.-21'' 
cara 2. El nivel de agua en el piez6metro, en­
tonces: 

Permanecera constante 
Caera continuamente 
Se elevara 

Pase a Ia Seccion 

6 
5 

30 

22" 

Material que confina 
el acuffero 
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23" 

Su respuesta en la Secci6n 7; 

a(~) 
ax 

es incorrecta. Como hemos visto en las secciones 
anteriores de este capitulo, el cambio de una 
variable dependiente, sobre un intervalo pe-

24" 

Su respuesta en la Secci6n 10 es incorrecta. 
La proporci6n de acumulaci6n en el almacena­
miento se obtiene por 

25" 

S.dx.dy __E!_, 
at 

Su respuesta en la Secci6n 9, 

26" 

Su respuesta en la Secci6n 22 es incorrecta. 
La Ley de Darcy describe la transmisi6n del 

queflo del eje x, .dx, se obtiene por la 
multiplicaci6n de la derivada de la variable por 
la longitud del intervalo. Aqui, la variable es 
ahJax y el termino a(ahJax)/ax de su respuesta es 
ciertamente su derivada. Sin embargo, la 
derivada no se multiplica por el intervalo a lo 
largo del eje x; por lo tanto la respuesta produce 
solamente la proporci6n de cambio de ahlax con 
distancia- no su cambio real a traves del inter­
valo .dx. 

Regrese a Ia Seccion 7 y elija otra 
res.puesta. 

tal como en la respuesta que usted eligi6. Sin 
embargo, la expresi6n para el flujo de salida re­
quiere una segunda derivada porque trata con la . 
diferencia de dos terminos de flujo, cada uno de 
los cuales incorpora una primera derivada. En 
su respuesta el flujo de entrada memos el flujo 
de salida se expresa en terminos de una primera 
derivada. 

Repase las Secciones 9, 32 y 34, y despues 
regrese a Ia Seccion 10 y elija otra respuesta. 

es incorrecta. Seglin la definicion de pendiente, 
el cambio en y puede encontrarse por 
multiplicaci6n del cambio en x por la pendiente 
de la curva, medida en el intervalo X1 a X2. En la 
respuesta que usted eligi6, la pendiente de la 
curva se suma al cambio en x. 

Regrese a Ia Seccion 9 y elija otra 
respuesta. 

agua subterranea, no su desalojo del almacena­
miento. La ecuaci6n de almacenamiento, desa­
rrollada en la Parte IV trata de los cambios en la 
cantidad de agua en el almacenamiento. 

Regrese a Ia Seccion 22 y elija otra 
respuesta. 
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Su respuesta en la Secci6n 32, 

es incorrecta. Su respuesta incluye la conduc­
tividad hidniulica,K, y el termino 

el cual, como hemos vistos, es igual a 

[ ( :: ), - ( :: ),] . 
Por lo tanto, si ampliamos su respuesta, ex­
presandola en los terminos originales de gra­
diente de carga, tendrfamos 

Su respuesta en la Secci6n 34, 

dV =Sb~x _j!!_ 
dt at ' 

es incorrecta. La ecuaci6n de almacenamiento 
expresa que la proporci6n de acumulaci6n de 
agua almacenada en el prisma del acuffero es 
igual al producto del coeficiente de almacena­
miento, la proporci6n de cambio de carga con el 

Su respuesta en la Secci6n 1 es incorrecta. 
Parte del flujo de entrada al tanque se compensa 
con el de salida por la base. Para que su 
respuesta sea correcta, el flujo de salida, Q2, 
tendrfa que ser cero. Solamente en ese caso la 
proporci6n de acumulaci6n en el tanque es igual 

27'' 
=K(!!!_) 

ax 2 

-K(~). 
ox 1 

Esto significa que el flujo de entrada es un pro­
ducto de la conductividad hidraulica y la gra­
diente de carga, y que el flujo de salida es 
similarmente un producto de la conductividad 
hidraulica y de la gradiente de carga. Por la Ley 
de Darcy, sabemos que tanto el flujo de entrada 
como el flujo de salida deben ser resultados del 
producto de la conductividad hidraulica, gra­
diente de cargay el area de flujo. Su respuesta 
no menciona el area de flujo dentro de la ex­
presion de flujo de entrada menos flujo de 
salida. 

Regrese a Ia Seccion 32 y elija otra 
respuesta. 

28" 
tiempo, y el area base del prisma. En su 
respuesta la proporci6n de acumulaci6n se 
iguala al producto del coeficiente de almacena­
miento, la proporci6n de cambio de carga con el 
tiempo y el area, bA.x, de una de las caras ver­
ticales del prisma. 

Regrese a Ia Seccion 34 y elija otra 
respuesta. 

29" 
a la entrada. 

Regrese a Ia Seccion 1 y elija otra 
respuesta. 
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30" 

Su respuesta en la Secci6n 21 es correcta. De 
acuerdo a la ecuaci6n de continuidad, si el flujo 
de entrada al prisma del acuffero excede al flujo 
de salida, el agua debe acumularse en el prisma. 
De acuerdo a la ecuaci6n de almacenamiento, si 
el agua se acumula en el prisma, la carga 
hidraulica en el prisma debera aumentar con el 
tiempo. Especfficamente, tenemos 

Flujo de Entrada- Flujo de Salida 

= Proporci6n de acumulaci6n, 1 dV/ dt 

y 

dV =SA~, 
dt at 

donde A es el area base del prisma. Por lo tanto, 

Entrada (flujo)-Salida=SA~. 
at 

Si el termino (Flujo de Entrada- Flujo de 
Salida) es positivo-es decir, si el flujo de en­
trada excede al de salida-entonces ah/at debera 
ser positivo, y los niveles de agua deberan 
ascender respecto al tiempo. En las ecuaciones 
anteriores hemos usado las derivadas parciales 
de carga con respecto al tiempo, ah/at; y en las 
ecuaciones siguientes, usaremos la derivada 
parcial de carga con respecto a la distancia, 
ah/ax. Estas notaciones son utilizadas porque en 
este problema,la carga variara con respecto al 
tiempo y a la distancia. 

PREGUNTA 

El grafico muestra el prisma de la Secci6n 21. 
Asumamos que este prisma se obtiene de un 
acuifero homogeneo e isotr6pico, el cual es 
horizontal y de un espesor uniforme. 
Supongamos que (ah/ax)1 representa la gra­
diente hidraulica (en la direcci6n x, que es la 

' Nuevamente, aqui utilizamos el volumen en vez de masa para Ia ecuacion de 
continuidad, aunque una ligera compresion o expansion del agua puede ser un 
factor que contribuya a! almacenamiento confinado. Los cambios en Ia densidad 
de fluido de un punto a otro en una situaci6n normal en agua subterranea son 
suficientemente pequeflos para permitir esta aproximacion. En este caso no sera 
posible utilizar Ia formula simple del coeficiente de almacenamiento definido en 
terminos de volumen de fluido, asi como se planteo. 

direcci6n de flujo) en la cara 1 del prisma. 
Deseamos escribir una expresi6n para el flujo de 
entrada a traves de la cara 1 del prisma. 
Denominemos este flujo de entrada como Q1, y 
la altura del prisma (que es el espesor del 
acuffero) como b. El ancho del prisma normal al 
eje de las x se denomina tly, la longitud · del 
prisma a lo largo del eje x como tlx, y la conduc­
tividad hidraulica del acuffero como K. ~ Cual de 
las siguientes ecuaciones presenta la expresi6n 
requerida para el flujo de entrada en la cara 1? 

Pase a Ia Seccion 

Q,= -KMy1(~) ax 1 

Q, =KM.xt.y ( ~) 
ax 1 

Q- -K ( :: ), 1---

bily 

22 

Material que 
confina 
el acuifero 

---:r: 

8 

3 
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Su respuesta en la Secci6n 16, 

( 
dy ) - ( dy ) ( dy ) -- . -- =(X2-X1) -- ' 

· dx 2 dx 1 dx 1-2 

es incorrecta. En las secciones anteriores vimos 
que el cambio en la variable dependiente se ob­
tiene mulitplicando el cambio, x2- X1, en la 
variable independiente por la derivada de la 
variable dependiente con respecto a x. Aquf la 

Su respuesta en la Secci6n 7, 

a2h • LlX, 

es correcta. Este termino es equivalente al ter­
mino 

si se escoge un punto adecuado dentro del inter­
valo x2 -x1 en el cual se evalua a2h/ax2. El pro­
ducto,(a2hlax2),Llx representa la pendiente de un 
grafico de ahJax versus x, multiplicado por el in­
tervalo a lo largo de un eje x, Llx, y por lo tanto 
se obtiene el cambio en ah/ax sobre este inter­
valo. 

PREGUNTA 

U tilizando esta expresi6n para 

lcual de las siguientes formas es la expresi6n 
correcta para flujo de entrada menos flujo de 
salida, Q1- Q2 , para el prisma del acuffero 
mostrado en el diagrama? 

Pase a Ia Seccion 

ah Q1-Q2=K- 2 
ax 

31" 

variable dependiente es dy/ dx; pero su respuesta 
no tiene la derivada de esta variable depen­
diente con respecto ax- tiene, en cambio, solo la 
derivada de y con respecto a x. 

Regrese a la Secci6n 16 y elija otra 
respuesta. 

32" 

Material que 
confina el 
acuffero 
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33" 
Su respuesta en la Secci6n 22 es correcta. Si 

aplicamos la Ley de Darcy a la cara 2, 
obtenemos 

Q2 = - KbAy ( !!:__) , 
ax 2 

mientras que para la cara 1 tenfamos 

Q. = -KbAy( !!:__) . 
ax 1 

K, b, y Ay no cambian. Por eso, si el flujo de 
salida, Q2, es diferente al flujo de entrada, Q1 , las 
gradientes hidraulicas en las caras de entrada y 

34" 
Su respuesta en la Secci6n 32, 

a2h Q.-Q2=KbAyAx--, 
ax2 

es correcta. El termino Kb, que representa la 
conductividad hidraulica del acuffero 
multiplicado por el espesor, se denomina la 
transmisividad del acuffero y se designa con la 
letra T. U tilizando esta notaci6n, la expresi6n 
para el flujo de entrada menos el flujo de salida 
se convierte en 

De acuerdo a la ecuaci6n de continuidad, este 
flujo de entrada menos el de salida es igual a la 
proporci6n de acumulaci6n de agua en el 
almacenamiento dentro del prisma del acuffero 
como se muestra en la figura. 

salida de flujo deberan ser diferentes; es decir, 
(ahJaxh debera ser diferente de (ahJax)~. 

PREGUNTA 

U tilizando las expresiones desarrolladas para 
el flujo de entrada y salida, lcual de los 
siguientes terminos describira el flujo de salida 
menos el flujo de entrada en el prisma? 

Pase a Ia Secci6n 

18 

15 

Q,-Q,=KMy { ( :~).- ( ~! ),j 9 

Pase a Ia Secci6n 

dV =SbAx~ 28 
dt at 

dV s ah 12 
dt K at 

dV =SAxAy~ 10 
dt at 

Piez6metro 
Nivel de agua que cambia a 

raz6n .-E!!:._ 
at 

• I o I, •I • • • 
• I o I • I• o 

0 0 C::t:l 0 p 0 ••• 0 0 0 0 

.--. o 1 o o o ;---&-,,..--::t-0 
---

o o o o o o o lo o o o o o oo o o o o o o 

PREGUNTA Q1 

0 

0 c("' , 0 0 0 0 ° 0 ~· 
0

• 

r-lt i· r • •• 0 • 0 • 2 -::.+--- Q. 
•• ~ 1 .r • •• o • 

El promedio de rapidez de cambio de carga en 
el prisma del acuffero se representa por ah/at y 
el area de su base por A= AxAy. Utilizando la 
ecuaci6n de almacenamiento, lCmil de las 
siguientes expresiones presenta la proporci6n 
de acumulaci6n en el almacenamiento dentro del 
prisma? 

0 • 0 """6 0 :0 00 • 0 0 0 0 0 : 

• o 
1
• • • • o 

~..,o o • I o o • • • o o --"~--
o 0 0 0 0 lo . 0 0 0 0 

o o o,bJ-L-~.,. 

0 ·,.,.,·""'-: 10 0 0 • •• • 0 0 

o_..A t o o • o 



Parte VI. Flujo de No-equilibria a un Pozo 

lntroducci6n 

En la Parte V, desarrollamos la ecuaci6n 

para flujo unidimensional de no-equilibria en un 
acuffero confinado, isotr6pico y homog€meo. In­
dicamos, ademas, que el flujo en dos dimen­
siones producirfa la ecuaci6n 

azh + azh =_§_ ah. 
ax2 ayz T at 

En la Parte VI,consideramos un problema que 
implica flujo hacia, o de un pozo en el acuffero. 
Igual que en el problema de flujo en estado con­
tinuo hacia un pozo, como analizamos en la 
Parte III, consideramos conveniente utilizar en 
esta Parte las coordenadas polares. La ecuaci6n 
diferencial en dos dimensiones 

puede ser transformada en coordenadas polares 
utilizando metodos clasicos. Sin embargo, es util 
e instructivo derivar la ecuaci6n de los principios 

La figura muestra un pozo penetrando un 
acuffero confinado. Una capa cilfndrica o 
prisma, coaxial al pozo que se extiende a traves 
del espesor total b del acuffero, se ha delimitado 
en el diagrama. El ancho radial de este elemento 
cilfndrico se designa como Ar; la superficie in­
terior del elemento esta a un radio r1 del eje del 
pozo, el cual se toma como el origen del sistema 
de las coordenadas polares; y la superficie ex-

hidraulicos en la forma en la cual se va a utilizar. 
Despues de desarrollar la ecuaci6n en esta for­
ma, consideraremos una de sus soluciones co­
rrespondientes a cambios o alteraciones instan­
taneas en el acuffero. En la terminologfa de 
amilisis de sistemas, esta soluci6n producira la 
"respuesta impulso" (impulse response) del 
sistema acuffero-pozo. Al considerar esta 
soluci6n, mostraremos, primero por diferen­
ciaci6n, que esta satisface la ecuaci6n diferencial 
original; posteriormente desarrollaremos las 
condiciones lfmites aplicables al problema y 
mostraremos que la solucion satisface estas con­
diciones. A continuaci6n de la secci6n pro­
gramada en la Parte VI, se ha agregado una 
discusi6n en forma de texto que muestra como la 
soluci6n "respuesta impulso" puede ser usada 
para sintetizar las soluciones correspondientes a 
alteraciones mas complejas en el acuffero. En 
particular, las soluciones se han sintetizado para 
el caso de descarga repetida o extracci6n (bail­
ing) de un pozo y para el caso de bombeo con­
tinuo del mismo. Esta ultima soluci6n, para el 
caso particular en el cual la proporci6n de 
bombeo es constante, es la ecuaci6n de Theis la 
cual se usa comunmente en analisis de pruebas 
de acufferos. 

terior del elemento esta a un radio r2 de este eje. 
Asumimos que el flujo se orienta en una direc­
ci6n radial, asf que no necesitamos considerar 
variaciones en las direcciones vertical o angular. 
Ademas,asumimos que estamos tratando con la 
inyecci6n de agua en el acuffero a traves del 

85 
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pozo, asf que el flujo se aleja del pozo en la direc­
ci6n positiva r. La conductividad hidraulica del 
acuffero se denota como K, la transmisividad T, y 
el coeficiente de almacenamiento S. 

PREGUNTA 

Si (iJh/iJr)t representa la gradiente hidraulica 
de la cara interior del elemento cilfndrico, lcual 
del las siguientes expresiones se obtendra para 
el flujo a traves de esta cara al utilizar la Ley de 
Darcy? 

Pase a la Seccion 

-Kb(~) ar l 36 

Su respuesta en la Secci6n 27, 

_E!_= ~e-<sr2t4Tt> 
or 47rTt ' 

es incorrecta. 
Es correcta su intenci6n de multiplicar la 

derivada de e-<sr214
Tt> · por el coeficiente "con­

stante" VI( 47rTt) para obtener la derivada del 
producto 

~e-<sr2t4Tt) 
47rTt ' 

Pozo 

/ 

r 
b 

L 

J+-Con. 

con respecto a r. Sin embargo, su diferenciaci6n 
de e-<sr214

Tt>, es incorrecta. La derivada de e 
elevada a una potencia, no es simplemente e 
elevada a la misma potencia, como usted 
escribi6, pero es el producto dee elevada a esa 
potencia por la derivada del exponente. Es 
decir, 

Ademas, en este caso, debemos obtener la 
derivada del exponente, - (Sr214Tt), y 
multiplicar e-cs,.lt4 Tt> por esta derivada para 
obtener la derivada de e-cs,.lt4

Tt> con respecto a r. 
Regrese a la Secci6n 27 y elija otra respuesta. 



PARTE VI. FLUJO DE NO-EQUILIBRIO A UN POZO 87 

Sus respuesta en la Secci6n 35, 

_!!!___= ~.e-<s.-2t4Tt> ( Sr
2 

) ~ ' 
at 41rTt 4Tt2 

es incorrecta. En su respuesta, el termino 
e- <s.-2t4Tt> esta diferenciado correctamente con 
respecto al tiempo. Sin embargo, su respuesta 
da solamente la derivada de esta factor 
multiplicado por el factor mismo, Vl(47rTt). De 
acuerdo a la regia de diferenciaci6n de un pro­
ducto, debemos afiadir a este termino el segundo 
factor, e- <sr

2
/4Tt>, multiplicado por la derivada del 

Su respuesta en la Secci6n 27, 

~=e-(Sr'I4Tt) . ( -2Sr ) ,, 
ar 4Tt 

es incorrecta. 
Cuando una expreswn se multiplica por un 

coeficiente constante, la derivada del producto 
es simplemente el coeficiente constante 
multiplicado por la derivada de la expresi6n. Por 
ejemplo, la derivada de la expresi6n x2, con 
respecto a x,es 2x; pero si x2 es multiplicado por 
el coeficiente constante c, la derivada del pro­
ducto cx2 , es c • 2x. 

En la pregunta de la Secci6n 27, el termino 
e-(Sri4Tt) es en realidad la expresi6n que debemos 
diferenciar con respecto a r. El termino, 

Su respuesta en la Seccion 27, 

.J.!!:_= ___!C__e- (Sr' I4Tt) . ( -2Sr )., 
ar 47rTt 4Tt 

es correcta. 
Tenemos que diferenciar esta expresi6n por 

ahlar, para obtener a2hlar2 • Por lo tanto, con­
sideramos la expresi6n como el producto de dos 
factores. El primero es la funci6n que recien 
diferenciamos, 

___!C._ e- (Sr' /4Tt) j 

47rTt 

primer factor. E ste factor, VI( 47rTt), se consider6 
como un coeficiente constante cuando 
estabamos diferenciando con respecto a r debido 
a que no contiene r. Sin embargo, sf contiene t y 
no puede ser tratado como una constante cuan­
do estamos diferenciando con respecto a t. La 
derivada de este factor respecto a t se presenta 
en la discusi6n de la Secci6n 35. 

Regrese a la Secci6n 35 y elija otra respuesta. 

VI( 47rTt), representa un coeficiente cons­
tante- constante con respecto a esta diferen­
ciaci6n, por no contener r. Por lo cual el 
resultado obtenido como la derivada de e-(Sri4Tt> 

debe ser multiplicado por su coeficiente, 
VI( 47rTt), para obtener la derivada del producto 

___!C._ e-(Sri4Tt). 

47rTt 

Su diferenciaci6n de e-(Sri4Tt> es correcta, pero su 
respuesta no contiene el factor VI( 47rTt) y por lo 
tanto no puede ser correcta. 

Regrese a la Secci6n 27 y elija otra respuesta. 

el segundo es 

( ~~r )· 

Una vez mas, estamos diferenciando con respec­
to a r, asi que t se considera como una cons­
tante. 
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Con.-5+ 
PREGUNTA 

Si seguimos las reglas de diferenciaci6n de un 
producto ( el primer factor multiplicado por la 
derivada del segundo, mas el segundo factor por 
la derivada del primero ), lCual de los siguientes 
resultados obtendremos para a2h/ar2? 

d'h = ~ { e-<,sr14Ttl • ( - 2S ) + 
ar2 47rTt 4Tt 

a'h = ~. e-(srt4rt) . ( -28 
ar2 47rTt 4Tt )+ 
d'h = __2:._ { e-(S,'t4Tt) . ( 

-2S )+ 
ar2 47rTt 4Tt 

Su respuesta en la Secci6n 18 es incorrecta. 
La respuesta que usted escogi6 expresa que la 

r~ 
ar 

(
r !!:____) 

ar. 1 

Pendiente de la 
tangente ala 
curva 

=~(r ah 
ar ar 

I 
I 
I 
I 
I 

( 
r !!:____) --- _______________ ,.l ____________ _ 

ar 2 
I 
I 
I 
I 
I 
I I 
! I r--- .!1r _____.. 

( 

( 

( 

Pase a la Seccion 

-2Sr 
) • e-(Sr't4Tti. ( 

-2Sr ) l -- 35 
4Tt 4Tt 

-2Sr 
) . e-<,srtm). ( -2Sr ) -- -- 23 

4Tt 4Tt 

-2Sr 
) • e-(Sr't4Ttl. ] 9 

4Tt 

carga pasa a ser infinita cuando la distancia 
radial se torna pequefla. El comportamiento que 
deseamos describir es aquel en el cualla carga es 
insignificante o se aproxima a cero, a medida 
que la distancia radial se torna muy grande. 

Regrese a la Secci6n 18 y elija otra respuesta. 

Su respuesta en la Secci6n 15, 

es correcta. El termino 

en realidad, representa el cambio en la variable 
r(ah/ar) entre los lfmites radiales, r1 y r2, de 
nuestro elemento. Si nos imaginamos un grafico 
de r(ah/ar) versus r, como en la figura, podemos 
ver que el cambio se obtendra aproximadamente 
por la pendiente del grafico multiplicado por el 
incremento radial, .:lr. Es decir, aproximada­
mente, 
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en el cual la derivada 

ar 

representa la pendiente del grafico en un punto 
particular dentro del elemento. E sta pendiente 
o derivada, es negativa en nuestra ilustraci6n, 
asf que 

(r :rh ),> (r :: ), . 
La aproximaci6n inherente en la ecuacwn 
anterior pasa a ser progresivamente mas exacta 
cuando iir decrece en tamaflo. 

PREGUNTA 

Recordando que la regia de diferenciaci6n de 
un producto es "el primer factor multiplicado 

Su respuesta en la Secci6n 7, 

iJ(r ah ) 
or (Jlh ....._ ___ =2r-- .~ 

or or 

es incorrecta. Necesitamos obtener la derivada 
del producto r(ah/ar). La regia de diferenciaci6n 
de un producto es facil de recordar. El primer 
factor por la derivada del segundo, mas el 
segundo factor por la derivada del primero; es 
decir, 

Su respuesta en la Secci6n 5, 

a2
h v j ( -28 ) ar = 47rTt e - <Sr>t

4
Tt) . 4Tt + 

es incorrecta. Si sacamos las Haves y separamos 
su respuesta en dos terminos, tenemos 

Con.-7+ 

por la derivada del segundo, mas el segundo fac­
tor por la derivada del primer factor", lcual de 
las siguientes ecuaciones produce la derivada de 
r(ahlar) con respecto a r? 

a (r ah ) 
ar a2h + ah 

=r-- --
ar ar2 ar 

I 

Pase a Ia Seccion 

26 

28 

8 

d(uv) =~+v du . 
dx dx dx 

Una derivaci6n de esta formula puede encon­
trarse en cualquier texto clasico de calculo. 
Nuestro primer factor es r y nuestro segundo 
factor es ah/ar. Entonces, debemos formar la 
expresi6n: r por la derivada de ah/ar con respec­
to a r mas a hi ar por la derivada de r con respec­
to a r . 

Regrese a la Secci6n 7 y elija otra respuesta. 

-2Sr ) l 
4
Tt . e-(Sri4Tt) , 

0
2
h = __.!:::.__ e-<Srt4Tt> . ( - 2S ) + ( - 2Sr ) 

or 4TTt 4Tt 4..-Tt 
1_ e-<Srt4Tt) . 

4TTt 
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El primer termino, de acuerdo a las reglas de 
diferenciaci6n de un producto, es correcto, 
debido a que representa el primer factor, 

v 
47rTt 

e-<sr>t4Tt) 

multiplicado por la derivada del segundo (con 
respecto a r)~ el cual es simplemente 

-2S 
4Tt 

Sin embargo, el segundo termino de su 
respuesta es incorrecto. 

Su respuesta en la Secci6n 21 es incorrecta. 
Se estableci6 en la discusi6n de la Secci6n 21 que 
el incremento en carga dentro del pozo a un 
tiempo t=O, debido ala inyecci6n del volumen 
V, se obtendrfa por VIAw donde Aw es el area de 
la secci6n del diametro del pozo. Si el radio del 

Su respuesta en la Secci6n 33 es incorrecta. 
La integraci6n en la ecuaci6n 

V= Jr=oo S·hr,t·2-rrrdr 
r=O 

no puede efectuarse antes de sustituir una fun­
cion claramente definida de r para el termino 
hr t· Si no hacemos esto antes, no sabrfamos si­
quiera que funci6n estamos tratando -de in-

-2Sr 

4Tt 

es el segundo factor del producto que deseamos 
diferenciar pero, 

~ e-<Sr>t4Tt) 

47rTt. 

no representa la derivada del primer factor. 
E ste factor es por si mismo 

~ e-<Sr>t4Tt), 

47rTt 

y su derivada con respecto a r se obtuvo en 
respuesta a la pregunta de la Secci6n 27. 

Regrese a la Secci6n 5 y elija otra respuesta. 

pozo tiende a cero, Aw debera aproximarse a 
cero. A menor Aw se tiene mayor cociente VIAw; 
por ejemplo, 1/0.0001 es en realidad mucho mas 
grande que 1/1. En su respuesta, el cambio de 
carga es cero; esto podrfa ser cierto solamente si 
el area del pozo fuera inmensurablemente 
grande, asi que al aftadir un volumen finito de 
agua se producirfan efectos no mensurables. 

R~grese a la Secci6n 21 y elija otra respuesta. 

tegrar. Aun si la integraci6n se pueda llevar a 
cabo y se obtenga el resultado de 

~ e-(r'SI4Tt) 

47rTt 

entonces,podrfamos obtener 

V= ~e-(r'S/4Tt), 
47rTt 

la cual jamas podrfa ser satisfecha excepto para 
valores aislados de r y t. 

Regrese a la Secci6n 33 y elija otra respuesta. 
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Su :respuesta en la Secci6n 28, 

dV =S7rr~ 
dt at ' 

es incorrecta. La ecuaci6n de almacenamiento 
expresa que la proporci6n de acumulaci6n en el 
almacenamiento es igual al producto del coefi­
ciente -de almacenamiento, la rapidez de cambio 
de carga con tiempo y el area base del elemento 
(prisma) del acuffero en consideracton. Su 
respuesta contiene el coeficiente de almacena­
miento,~y el tiempo de la velocidad del cambio, 
ohlot. Sin embargo, el area de la base del prisma 
en consideraci6n no se obtiene por 1rr2

• 

Este termino produce el area de un cfrculo ex­
tendido desde el origen hasta el radio r; nuestro 
prisma es en realidad una corteza cilfndrica 

Su respuesta en la Secci6n 33 es correcta. La 
soluci6n propuesta para h como una funci6n de r 
y t es 

h = ~ e- (r'S/4Tt). 
r,t 47rTt 

Para comprobar que esta soluci6n esta de acuer­
do con las condiciones requeridas sustituimos 

~ e- (r'S/4Tt) . 

47rTt 

por h r,t en la ecuaci6n 

v = r r =oo 

J r=O 
S • h • 21rrdr r,t 

y evaluamos la integral para ver si la ecuaci6n se 
satisface. La sustituci6n produce 

v = r r=oo 

j r =O 
S· v 

• e- (r'St4Tt) • 21rrdr. 

Los terminos constantes pueden ser tornados 
fuera de la integral con respecto a r, asf que t 
puede ser tomada como una constante y tam bien 
sacada de la integral. Dejamos el factor 2 como 

hueca que se extiende del radio r1 al radio r2. El 
area de la base se representa en la figura como 
el area sombreada. E sta regi6n tiene un ancho 
radial de .:lr y un perimetro promedio de 21rr. 

Regrese a la Secci6n 28 y elija otra respuesta. 

la integral por el momento y sacamos las cons­
tantes restantes para obtener: 

SV J r=oo v-
4Tt r= O 

e-(r'St4Tt) • 2rdr. 

Para evaluar la integral en esta forma, 
utilizamos una simple sustituci6n algebraica. 
Hagamos que 

entonces 

ahora digamos que 

dz=2rdr; 

a=_§_, 
4Tt 

Sustituyendo esos terminos en la ecuaci6n 
anterior, obtenemos: 
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J3+-Con. 

La integral indefinida de e-a• es simplemente 

1 
--e-az; 

a 
es decir, 

donde c es una constante de integraci6n. El 
limite infinito superior en nuestro problema se 
manipula por los metodos chisicos; los pasos son 
los siguientes: 

= lim ~- _l_e-az I z=b l . 
b-oo a =hm 

z=O b-oo 

= - ~ ( lim { _!_ J ) + _l_ , 
a b-oo l eab a 

pero 

asi que 

Por lo tanto, 

lim 12_] =0 
b-oo eab , 

r z= 00 

Jz=O 

aV f z= oo e-a•dz=aV · _i_= V. 
Jz=O a 

Esto verifica que nuestra funci6n 

~ e- (r'S14Tt) 

47rTt 

en realidad satisface las condiciones requeridas 
- es decir, que cuando sustituimos este termino 
por hr,t en la expresi6n 

y efectuamos la integraci6n, el resultado es en 
realidad igual a V, que es el volumen de agua in­
yectada, como se requiere por la condici6n. 

Hemos mostrado, entonces, que la expresi6n 

h= ~e-(r'SI4Tt) 
47rTt 

satisface la ecuaci6n diferencial para flujo radial 
en un acuifero y tambien satisface las condi­
ciones limites asociadas con la inyecci6n in­
stantanea de un volumen de agua al pozo en su 
inicio cuando t = 0. Por lo tanto, es la soluci6n 
particular requerida para este problema. E s una 
soluci6n importante por dos razones. Primero, 
describe aproximadamente que sucede cuando 
una re carga de agua se aflade repentinamente a 
un pozo en el "slug test" clasico (Ferris y 
Knowles, 1963) y proporciona un medio para 
estimar la transmisividad a traves de dicha 
prueba. 1 En segundo Iugar, y lomas importante, 
produce la "respuesta impulso" del sistema 
acuifero-pozo-la soluci6n correspondiente a una 
alteracion o perturbaci6n instantanea. Solu­
ciones para perturbaciones de tipo mas comple­
jo, tales como inyecciones o descargas repetidas 
o descargas continuas, pueden ser sintetizadas 
de esta soluci6n elemental. Despues de la Sec­
ci6n 37 se presenta un analisis tipo texto que 
esboza la forma en la cual las soluciones cor­
respondientes a extracciones repetidas o 
bombeo constante de un pozo, pueden con­
struirse de la soluci6n "respuesta impulso". 

Aqui concluye Ia instruccion programada de 
Ia Parte VI. Puede proceder con el analisis tipo 
texto a continuaci6n de la Secci6n 37. Lectores 
que prefieran pueden proceder con la Parte VII. 

1 Una publicaci6n posterior (Cooper, Bredehoeft y 
Papadopulos, 1967) da una descripci6n mas precisa del efec­
to real de afladir una re carga de agua a un pozo, consideran­
do la inercia de la columna de agua en el pozo. Este factor no 
fue considerado en el analisis original. 
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Su respuesta en la Secci6n 33 es incorrecta. 
La condici6n que debfa cumplirse era 

1 
r =oo 

V= 
S • hr,t • 21rrdr. 

r =O 

Por definici6n una soluci6n a nuestra ecuaci6n 
diferencial es una expresi6n que presenta la 
carga,h,a cualquier radio,r, y tiempo, t,de tal for­
ma que satisfaga la ecuaci6n diferencial. Aquf el 
prop6sito es probar tal soluci6n para ver si tam­
bien satisface la condici6n requerida en la 
ecuaci6n anterior. La soluci6n en realidad 

Su respuesta en la Secci6n 1, 

es correcta. Los terminos 21r, K y b son todos 
constantes; reemplazaremos el producto Kb por 
T, como antes. Los terminos variables,r y ohlor, 
pueden ser combinados y considerados como 
una simple variable, r(oh/or). El valor de esta 
variable en la cara interior del elemento 
cilfndrico se designara como (roh/or)1. Utilizan­
do esta notaciones, nuestra expresi6n para en­
trada del flujo a traves de la cara interior del 
elemento cilfndrico sera ahora 

PREGUNTA 

Supongamos que continuamos considerando el 
producto r(oh/or) como una sola variable, y 
hacemos que (roh/or)2 designe el valor de esta 

Su respuesta en la Secci6n 28. 

s~ 
dV at 

---, 

es incorrecta. La ecuaci6n de almacenamiento 
nos indica que la cantidad de acumulaci6n en el 
almacenamiento debe ser igual al producto del 
coeficiente de almacenamiento, la rapidez de 
cambio de carga con respecto al tiempo y el area 

representa la carga, hr,t; si se sustituye por la 
cantidad 21rr, como su respuesta sugiere, 
habran dos terminos,h t y nuestra soluci6n am-

r, ' 
bos representando la carga en la ecucaci6n 
resultante. Aun mas, si el resultado de la in­
tegraci6n fuera 21rS obtendrfamos el resultado 
V = 21rS, el cual no satisface la condici6n re­
querida. 

Regrese a la Secci6n 33 y elija otra respuesta. 

variable en la cara exterior del elemento 
cilfndrico. La expresi6n de flujo de salida, Q2, a 
traves de la superficie cilfndrica exterior puede 
ser escrita entonces en terminos de (roh/orh, en 
una forma similar a la ecuaci6n para la entrada 
de flujo. lCual de las siguientes ecuaciones 
podrfa ser obtenida para el flujo de entrada 
menos el de salida, Ql- Q2, para nuestro elemen­
to cilfndrico? 

Pase a Ia Seccion 

Q,-Q,=2~T I(~),- (r ~~ ).] 

Ql-Q2=27rT (~) • (~) 
or 1 or 2 

Q,-Q,=2~T [ ( :~ ), - ( ~~ ).] 

7 

30 

25 

base del elemento (prisma) del acuffero con­
siderado. Nuestro elemento, o prisma del 
acuffero es una capa cilfndrica que se extiende 
del radio r1 al radio r2. Su area base se obtiene 
por el termino 21rr~r. Sin embargo, en su 
respuesta este termino del area esta dividiendo 
al termino S(ohlot). 

Regrese a la Secci6n 28 y elija otra respuesta. 
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segundo termino de la expresi6n para a2h/ar2
• El 

producto 

Su respuenta en Ia Secci6n 20, ( ~~r) . ( ~~r) , 
a2h +..l~ = --e-(Sr2/4Tt) --+---V { -28 2S2

r
2

} 

arl r ar 41rTt 4Tt 16T2t 2 ' no es igual a 

es incorrecta. E I error en esta respuesta pro­
viene de un error algebraico al simplificar el 

Su respuesta en la Secci6n 21 es correcta; la 
carga es inmensurablemente grande, o infinita, 
en el pozo al pun to t = 0. ·considerando este 
resultado junto a nuestro requisito que la carga 
debe ser cero en cualquier parte del acuffero 
para t = 0, podemos expresar la condici6:n lfmite 
para t = 0 de la siguiente man era 

h- oo, para r=O y t=O 
h=O, para r>O y t=O. 

Ahora,podemos probar nuestra soluci6n, para 
ver si satisface esta condici6n. Probablemente la 
forma mas facil de hacerlo es expandir el ter­
mino e = <sr214T'> en una serie Maclaurin. La 
teorfa de este tipo de expansi6n de series se 
analiza en textos clasicos de calculo; el resultado, 
aplicado a nuestra funci6n exponencial. tiene la 
siguiente forma 

o para un exponente negativo, 

1 

X2 x3 

l+x+- + + *** 
2! 3! 

En nuestro caso, x es el termino r2S/4Tt, y 

Regrese a la Secci6n 20 y elija otra respuesta. 

1 
e- (r2Sf4Tt) 

(
r2S)2(r2S) 

3 

l+(r2S)+ 4Tt + 4Tt +*** 
4Tt 2! 3! 

asi que 

~ e-(r2S/4Tt) = 
47rTt 

v 
. ~s27r rsss7r 

41rTt+r2S11 +--+ + *** 
4Tt·2! 16T2t 2 ·3! 

Ahora, mientras t se aproxima a cero, el 
primer termino del denominador se aproxima a 
cero; el segundo termino permanece constante, 
el tercero y todos los terminos de grado mayor 
pasan a ser infinitos, siempre que r no tienda a 
cero tambien. Si cualquier termino en el 
denominador es infinito, la fracci6n entera pasa 
a ser cero. Por lo tanto la expresi6n 

~e-(r2SI4Tt) 
47rTt 

es cero para t = 0 y r * 0, y satisface la primera 
parte de nuestra condici6n. 

Si r · y t tienden a cero, los primeros dos ter­
minos en el denominador de nuestra fracci6n 
seran cero. El tercero se comportar<i en la 
misma forma como la fracci6n cx4/kx se compor-
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ta cuando x se aproxima a cero, debido a que r y 
t se aproximan a cero en la misma forma. El 
limite de cx4/kx cuando x tiende a cero es 0, 
debido a que 

cx4 c --=-x3· 
kx k 

Por lo tanto, el tercer termino en el denominador 
debe tambien tender al lfmite cero cuando r y t 
tienden a cero. Por un analisis similar, se puede 
demostrar que el lfmite de cada termino 
sucesivo en el denominador es cero cuando r y t 
tienden a cero. Por lo tanto, todo el deno­
minador es cero y la fracci6n entera es infinita, 
asf que el termino 

~e-(r'SI4Tt) 
47rTt 

es infinito cuando r y t son ambos cero, 
cumpliendose la segunda parte de nuestra con­
dici6n. 

Otra forma muy instructiva de investigar el 
comportamiento de la funci6n 

~e-(r'SI4Tt) 
47rTt 

es construir un grafico de esta funci6n versus r, 
para valores de tiempo mas y mas pequeflos. Las 
figuras muestran las formas que tomarfan tales 
graficos. Se puede indicar que cuando t se 
aproxima a cero, para r= 0, la funci6n tiende ala 
forma de un "gancho" o impulso. La forma de 
esta curva sugiere una distribuci6n de carga que 
se puede delinear intuitivamente, si nos 
solicitaran describir la respuesta de un acuffero 
a la inyecci6n de un volumen pequeflo de agua. 
Se sugiere al lector construir algunos de estos 
graficos, para familiarizarse con el comporta­
miento de esta funci6n. 

PREGUNTA 

Se asume que el acuffero se extiende in­
finitamente, y el volumen de agua inyectado es 
muy pequefw. Entonces,serfa de esperar que los 
efectos de la inyecci6n desaparezcan a una 
distancia grande del pozo. ~Cual de las 
siguientes expresiones es una formulaci6n 
matematica de este comportamiento y serfa 
utilizada como una condici6n limite para nuestro 
problema? 

Con.-J8+ 
h 

~--------------------------r 

h 

h 

t=l 

L_~==================r 

k 

t=O,l 

~~------------------------r 

Pase a Ia Seccion 

h-0 a medida que r-oo 33 
h- oo a medida que t-oo 29 
h- oo a medida que r-0 6 
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Su respuesta en la Secci6n 21 es incorrecta. 
Hemos establecido en la discusi6n de la Secci6n 
21 que la elevaci6n del nivel de agua en el pozo 
para t= 0 debe darse por la expresi6n h= VIAw, 
don de Aw es el area de secci6n transversal del in~ 
terior el pozo y V es el volumen de agua inyec­
tada. Para que h tenga el valor instantaneo de 1 

Su respuesta en la Secci6n 35, 

pie, V, dado en pies cubicos, tendra que ser igual 
numericamente a Aw, en pies cuadrados. Sin em­
bargo, estamos asumiendo que el pozo tiene un 
radio infinitesimamente pequeflo, asf que Aw~ su 
secci6n, se aproxima a cero. Si se asignan 
valores cada vez mas pequeflos al denominador, 
Aw, mientras que el numerador, V, se mantiene 
constante, la fracci6n VIAw tendra valores cada 
vez mas grandes. 

Regrese ala Secci6n 21 y elija otra respuesta. 

ah v e -(Sr' /4Tt) 

( 
S r2 ) + e - (Sr' /4Tt) ( - v2 ) ' 
4Tt2 47rTt 

es correcta. Si el termino 

~e-(Sr'I4Tt) 
47rTt 

es factorizado de esta expresi6n, tenemos 

~ ~ ~ e-<sr2t4Tr l [ Sr
2 

_ __!_ l, 
at 4 1rTt 4Tt2 t 

y si multiplicamos esta ecuaci6n por S/T, obten­
dremos 

Nuestra expreswn para ah/ar, obtenida en 
respuesta a la pregunta de la Secci6n 27 era 

Por lo tanto, el termino (1/r) (ah/ar) se obtiene por 
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AI contestar ala pregunta de la Secci6n 5, vimos c 0 n •-20 + 
que la expresi6n para a2hlar2 era 

:; = 4:TJ e-(Sri4Tt) • ( :: ) + ( ~~r ) e-<Sri4Tt). ( ~~r ) l· 

PREGUNTA 

~Cu~.l de las siguientes expresiones se obtiene 
para 

al combinar las dos expresiones presentadas 
arriba, despues de factorizar 

~ • e-(Sri4Tt>? 
47rTt 

~+_!._ ~=--V- e-(Sr't4Tt> [ ----=..§__+ S
2
r

2 j 
ar2 r ar 47rTt Tt 4T2t2 

~+_!_~=--V_e-(Sr'I4Tt> [ -28 + 28
2
T

2 l 
ar r ar 47rTt 4Tt 16T2t2 

~+_!_~=_V_e-(Sr'I4Tt>[ -48 + S
2
T

2 l 
ar2 r ar 47rTt Tt 8Tt 

Su respuesta en la Secci6n 20, 

~+_!_~=_V_e-(Sr'I4Tt)[----=.§_+ S
2

T
2 l' 

ar2 r ar 47rTt Tt 4T2t2 

es correcta. Observe ahora que esta expresi6n es 
identica a la presentada para (SIT) (ah!at) en la 
Secci6n 20. Hemos demonstrado que si la carga 
es 

v h=--- ·e-(Sr'/4Tt), 
47rTt 

entonces es cierto que 

a2h 1 ah s ah --+---=---· 
ar2 r ar T at 

Pase a Ia Seccion 

21 

17 

24 

2J+ 
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En otras palabras, la expresi6n 

k=~ e-(Sr'/4Tt) 

47rTt 

satisface la ecuaci6n diferencial parcial o cons­
tituye una soluci6n particular a la misma. En 
efecto, esta expresi6n es la solud6n que describe 
la carga hidraulica en un acuffero artesiano 
isotr6pico, homogeneo, infinito y horizontal, 
despues que un volumen finito de agua haya sido 
inyectado repentinamente cuando t = 0 en un 
pozo de penetraci6n completa con un radio in­
finitesimallocalizado a r= 0. Se asume que antes 
de la inyecci6n la carga tenia en todas partes .. el 
valor del nivel de referenda- es dedr, se asume 
que k era cero para todos los puntos previos a 
t=O. 

Para demostrar que esta funci6n es la solud6n 
que corresponde al problema, se requiere 
ademas de demostrar que satisface la ecuad6n 
diferencial, prueba que tambien satisface las 
diferentes condiciones lfmites propias del pro­
blema. Deseamos ahora formular estas condi­
ciones. 

La recarga del fluido se afiade al pozo en el 
instante t=O. En este momento, el fluido no 
tiene tiempo sufidente para alejarse del pozo, 
bacia el acuffero. Por lo tanto, en todos los pun­
tos en el acuffero excepto en el pozo ( es dedr, 
excepto para r = 0), la carga cuando t = 0 debera 

Su respuesta en la Secci6n 37 es incorrecta. 
La expresi6n obtenida en la Secci6n 28 para el 
flujo de entrada menos el flujo de salida es 

aun ser cero. En el pozo, por otra parte, el 
aumento del volumen de agua, produce una 
elevaci6n instantanea en la carga. Para un pozo 
de radio mensurable, este aumento instantaneo 
de carga produddo Ilk, serfa obtenido por 

v v 
Ilk=--=---' 

Aw 1rrw2 

don de Aw es la secci6n del interior del pozo y r w 
es el radio del pozo. Por ejemplo, si Aw es un pie 
cuadrado e inyectamos un pie cubico de agua, 
deberfamos observar una elevad6n instantanea 
de carga de 1 pie en el pozo; y como la carga era 
originalmente cero (nivel de referenda), 
podemos decir que la carga en el pozo cuan.do 
t=O debe ser 1 pie. Si A fuese igual a 0.5 p1es 
cuadrados, la carga en el pozo cuando t = 0 
debera ser 2 pies; y asf sucesivamente. 

PREGUNTA 
Con el prop6sito de desarrollar las condiciones 

lfmites, hemos asumido que el radio de nues~ro 
pozo es infinitesimamente pequefio -es decir, 
que se aproxima a cero. ~Cual de las siguientes 
expresiones describe el comportamiento de la 
carga en el pozo cuando t = 0, sujeto a esta 
hip6tesis? 

Pase a Ia Seccion 

La carga en el pozo sera 0 pies para t = 0 10 
La carga en el pozo sera 1 pie para t = 0 19 
La carga en el pozo sera inmensurablemente 
grande-es decir, infinita-para t=O 18 

Nuestra expresi6n para dV!dt era 

dV =S21rrilr _!!!__. 
dt at 

La expresi6n para el flujo de entrada meno~ el 
de salida puede ser igualada a aquella expres16n 
que representa dV!dt, simplificando el resultado 
para obtener la respuesta correcta. 

Regrese a la Secci6n 37 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en la Secci6n 5, 

~= --·e-<Sr2/4Tt) __ + __ ·e-<Sr2/4Tt). __ , 2 V (-2S) (-2Sr) (-2Sr) 
ar 471'Tt . 4Tt 4Tt 4Tt 

es incorrecta. La regia para la diferenciaci6n de 
un producto es: el primer factor multiplicado por 
la derivada del segundo mas el segundo factor 
por la derivada del primero. Los dos factores en 
este caso, son 

v 
--- e - (St·'14Tt) 

47rTt 

(los cuales ya hemos diferenciado en la pregunta 
de la Secci6n 27) y 

-2Sr 

4Tt 

El primer termino de su respuesta es correcto; 
el primer factor, 

V e-(Sr'I4Tt) 
--- ' 
47rTt 

es multiplicado por la derivada del segundo, el 
cual es 

-28 

4Tt 

(t se considera simplemente como parte del 
coeficiente constante de r , debido a que estamos 
diferenciando con respecto a r). Sin embargo, el 
segundo termino de su respuesta es incorrecto; 
usted ha escrito la derivada del primer factor 
como 

Compare la misma con la respuesta correcta a la 
pregunta de la Secci6n 27 y vera que no 
representa la derivada de 

__ V_ e - <Sr't4Tt) . 

47rTt 

Regrese a la Secci6n 5 y elija otra respuesta. 

99 

23+ 
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Su respuesta en la Secci6n 20, 

~+_!_~= __ V_e - (Sr>I4Tt)l -4S -+ S2
r

2 j, 
ar2 r ar 47rTt Tt 8Tt 

es incorrecta. Esta respuesta contiene errores 
algebraicos, tanto en la suma de los dos ter­
minos 

(~) 4Tt 

como en su multiplicaci6n 

( -2Sr). 
4Tt 

Regrese a la Secci6n 20 y elija otra respuesta. 

Su respuesta en la Secci6n 15, 

Q,-Q,=2rT [( ~ ), - ( ~ )J 
es incorrecta. La expresi6n para el flujo de en­
trada a traves de la cara interior del cilindro se 
indic6 como 

Su respuesta en la Secci6n 7, 

a(r~) a(~) 
__ ar_ =r ar +_!!!_~r 

' ' ar ar ar 

Aplicando la Ley de Darcy en una forma similar 
a la cara exterior del cilindro para un radio r2 , la 
expresi6n para el flujo de salida a traves de esta 
cara, se expresa como 

Q2= -27rT(r~) . 
ar 2 

E stas dos ecuaciones pueden ser sustrafdas 
para obtener una expresi6n para el flujo de en­
trada menos el de . salida. El radio, r, no 
desaparece del resultado. Por lo tanto, su 
respuesta, que no incluye el radio, es err6nea. 

Regrese a la Secci6n ·15 y elija otra respuesta. 

es incorrecta. La derivada de un producto se ob­
tiene por el primer factor multiplicado por la 
derivada del segundo factor mas el segundo por 
la derivada del primero. Su primer termino en la 
ecuaci6n anterior es correcto; el primer factor, 
r, se multiplica por la derivada de ah!ar, aunque 
seria mas corriente usar la notaci6n de la segun­
da derivada, 
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en vez de 

a(~)· 
ar 

Su respuesta en la Secci6n 37 es correcta. La 
ecuaci6n diferencial basica para el problema es 

a2
h +_!_ ~=§_ ~. 

ar2 r ar T at 

Al buscar la soluci6n a este problema, inten­
tamos encontrar una expresi6n que produzca h 
como una funci6n de r y t, con tal que cuando 
ahJar, a2hlar2 , y ahlat sean obtenidos por 
diferenciaci6n y sustituidos en esta ecuaci6n la 
ecuaci6n resulte ser la soluci6n. Por ejem~lo, 
consideremos la funci6n 

v h = --- • e-(Sr'/4Tt) 

47rTt ' 

en la cual V (tanto como S y T) es constante y e 
es la base dellogaritmo natural. Luego veremos 
que esta es una funci6n importante en la teorfa 
de hidraulica de pozos. Ahora, deseamos com­
probar si satisface la ecuaci6n diferencial men­
cionada anteriormente. Para lograr esto 
debemos diferenciar la expresi6n una vez con 
respec~o a t y dos veces con respecto a r; estas 
operac10nes no son dificiles si las reglas de 
diferenciaci6n se aplican cuidadosamente. 
Primero, diferenciamos con respecto a r, para lo 
cual, consideramos t como una constante, asi 
que el factor VI( 47rTt) pasa a ser simplemente un 

Su respuesta en la Secci6n 7, 

a (r ah ) 
ar a2h ah 

---- =r--+--• 
ar ar2 ar 

es correcta. N uestra expresi6n para 

( r~) _ (r~) 
ar 2 ar 1 

Con.-26+ 
Su segundo termino, sin embargo, es incorrecto. 
La derivada de r con respecto a r noes igual a r. 

Regrese a la Secci6n 7 y elija otra respuesta. 

coeficiente constante. Tanto en el exponente 
como en el termino - (S/4Tt) se puede con­
siderar como un coeficiente constante de r2; en­
tonces, el problema es esencialmente encontrar 
la derivada de e-(St4Tt)r' y multiplicar su resultado 
por el factor constante, V /( 47rTt). La derivada de 
una function e" con respecto a la variable r es 
simplemente eu ·(du/dr). Aqui, u es el 
termino- (S/4Tt)r2 • 

PREGUNTA 

Siguiendo el procedimiento delineado 
anteriormente, ~emil de las siguientes expre­
siones se aplica a ah/ar? 

Pase a Ia Seccion 

ah _ e- (Sr'I4Tt) • ( - 2Sr ) ---- ---
ar 4Tt 

4 

oh v 
--e- (Sr!/,Tt) 

41f'Tt 

. (-2Sr) 
4Tt 

5 
or 

~=--V- e-(Sr't4Tt> 2 
ar 47rTt 

puede por lo tanto ser escrita 

(r.!l!_) _ (r~) 
ar 2 or 1 
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Nuestra expreswn para el flujo de entrada 
menos el de salida pasa a se~ entonces 

Como antes, deseamos igualar esta expresi6n 
para el flujo de entrada menos el de salida a la 
rapidez de acumulaci6n de agua almacenada en 
nuestro elemento. El area superficial del 
elemento cilindrico se obtiene aproximadamente 
por · 

A=27rr~r. 

El termino 21rr es el perimetro de un circulo 
tornado a lo largo del radio medio del elemento; 
multiplicado por el ancho del radio, ~r produce 

Su respuesta en la Secci6n · l8 es -incorrecta. 
El comportamiento que tratamos de describir es 
la desaparici6n del efecto de la inyecci6n de 

Su respuesta en la Secci6n 15, 

es incorrecta. E stablecimos en las Secciones · 1 y 
15 que el flujo de entrada a traves de la cara in­
terior cilindrica del elemento se obtiene por la 
Ley de Darcy como 

el area superficial o area de base, de la capa 
cilindrica. 

PREGUNTA 

Utilizando esta expresi6n para el area super­
ficial del elemento cilindrico, y haciendo que 
ahJat represente la acumulaci6n de carga respec­
to al tiempo en el elemento, lcual de las 
siguientes expresiones se obtiene para la rapidez 
de acumulaci6n de agua en el almacenamiento 
en el elemento? 

Pase a Ia Seccion 

dV ah 
--=S2rr~r--
dt at 

dV ah 
-=S~-
dt at 

dV 

dt 

37 

12 

16 

agua, a una dis tan cia radial grande del p.ozo. La 
respuesta que eligi6 describe la carga,h, como.si 
tendiese al infinito, en vez de desaparecer; ftSi 
como describe una restricci6n sobre h con tiem­
po en vez de distancia. 

Regrese ala Secci6n 18 y elija otra respuesta. 

Q1= -21rT(r~) . 
ar 1 

U tilizando una aproximaci6n similar, podemos 
demostrar que el flujo de salida a traves de la 
cara exterior cilindrica del elemento se obtiene 
por 

Q2=27rT(r~) . 
ar 2 

Estas dos ecuaciones pueden ser sustraidas para 
obtener una expresi6n para el flujo de entrada 
menos el de salida para el elemento cilindrico. 

Regrese a la Secci6n 15 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en la Secci6n 35, 

es incorrecta. A plicando la regla del producto -el 
primer factor multiplicado por la derivada del 
segundo mas el segundo por la derivada del 
primero- es correcta; pero su expresi6n para la 
derivada del tiempo de · e-<Sr ' t4Tt) es incorrecta. 
Recuerde que la derivada de una exponencial, eu, 

Su respuesta en la Secci6n 37 es incorrecta. 
En la Secci6n 28, vimos que la expresi6n para 
flujo de entrada menos el de salida puede 
escribirse 

Q.-Q2=27rTira
2
h +~]t:..r , 

iJr2 ar 

mientras que la expresi6n obtenida para dV/dt 
era 

dV =S21rrt:..r ~-
dt at 

Si igualamos los terminos 

Su respuesta en la Secci6n 18, h-0 a medida 
que r-oo es correcta. Desde un punto de vista 
matematico, tal vez deberfamos haber usado la 
condici6n (iJh/iJr)-0 cuando r-oo. Esta con­
dici6n es requerida cuando r aumenta hacia el 
infinito, porque el area seccional de flujo dentro 
del acuffero- un area cilfndrica coaxial con el 
pozo-se expande hacia el infinito. Por lo tanto, si 
tuviesemos que aplicar la Ley de Darcy para 
determinar el flujo del agua inyectada alejan­
dose del pozo, obtenrfamos como resultado que 
este flujo aumenta hacia un valor infinito a 
mayor distancia del pozo, excepto en el caso en 
que la gradiente de carga, ah/ar, decrece hacia 
cero con un aumento de r. Sin embargo, la con­
dici6n que h se a proxima a una constante, cero, 
para r- 00 implica que ah/ar debe tambien 
tender a cero a medida que r aumenta; la cual es 
una condici6n mas facil de establecer. 

3J+ 

con respecto a t se obtiene por euduldt. Si u 
representara -(Sr2/4Tt), su respuesta serfa 
awat en Iugar de ser 

Regrese a la Secci6n 35 y elija otra respuesta. 

y 

y dividimos la ecuaci6n resultante entre 

21rTrt:..r, 

obtenemos la respuesta correcta ala ecuaci6n de 
la Secci6n 37. 

Regrese ala Secci6n 37 y elija otra respuesta. 

Nuestra intenci6n, entonces, es mostrar que la 
funci6n 

__ V_ e-<r'St4Tt) 

47rTt 

satisface esta condici6n;es decir, debemos exa­
minar esta funci6n para ver si este valor tiende a 
cero cuando r tiende al infinito. Es facil mostrar 
que para cualquier valor finito de tiempo la con­
dici6n se satisface. Tambien estamos in­
teresados en investigar que sucede cuando am­
bos t y r tienden al infinito al igual que r-es 
decir, desearfamos que nuestra condici6n se 
satisfaga para cualquier tiempo, aun para 
aquellos inmensurablemente grandes. Por esta 
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razon, es conveniente utilizar el metodo de ex­
pansion de series dado en la Seccion 18; es decir 
utilizar 

V e-(r>S/4Tt) 

47rTt 

v 

Para que la fracci6n en el termino de la derecha 
tienda a cero, es suficiente que cualquiera de los 
terminos individuales en el denominador sea in­
finito. Si r y t tienden al infinito, los dos 
primeros terminos se aproxirp.aran claramente 
al infinito; en efecto, los terminos restantes 
llegaran a ser infinitos tambien, aunque esto no 
es lo que nos interesa demostrar. Si un termino 
es infinito, todo el denominador es infinito, y la 
fracci6n es cero. Para un valor finito de t, todos 
los terminos excepto el primero .llegan a ser in­
finitos cuando r- oo, y nuevamente la expresi6n 
total tiende a cero. Por lo tanto, 

__ V_ e-(r'S/4Tt) 

47rTt 

satisface la condici6n de aproximaci6n a cero, 
cuando r- oo, para cualquier valor de tiempo. 
Esta situaci6n se puede demostrar al extender 
los graficos presentados en la Secci6n 18 para 
val ores gran des de r. 

Podrfamos tambien incluir la condici6n que h 
debe tender a cero cuando t tiende a infinito en 
cualquier pun to del acuffero -es decir, que el 
efecto de la inyecci6n debe eventualmente 
desaparecer con el tiempo en cualquier pun to del 
acuffero, debido a que inyectamos un volumen 
finito de agua dentro del mismo, el cual se con­
sidera de extensi6n infinita. Hemos observado 
que h tiende a cero para un valor infinito de 
tiempo cuando r llega tambien a ser infinito; 
necesitamos mostrar que este comportamiento 
se presenta cuando res finito; mostraremos esta 
situaci6n utilizando directamente la funci6n, 
aunque tambien es evidente utilizando la forma 

de expansi6n de series. Cuando t llega a ser in­
finitamente grande el factor 

v 
47rTt 

debera tender a cero; el factor 

- e-(r'S/4Tt) , 

el cual es equivalente a 

1 
e(r'S/4Tt) 

debe tender al valor 

1 

er>S! oo 

6 

1 

sires finito. Pero e0 es simplemente 1, asf que el 
producto 

v 
---•e-(r>SI4Tt) 

47rTt 

debe tender a cero, cuando t es infinitamente 
grande, para cualquier valor de r. 

Ahora, consideraremos la Ultima condici6n que 
nuestra funci6n debe satisfacer. En la figura, el 
acuffero se ha dividido en elementos cilfndricos 
de ancho radial ~r, coaxial al pozo. A cualquier 
tiempo, t, despues de la inyecci6n, el volumen del 
fluido inyectado, V, es distribuido en alguna for­
ma entre estos elementos cilfndricos. Asumimos 
que la carga es cero antes de· la inyecci6n, asf 
que h realmente representa s6lo el aumento de 
carga debido a la inyecci6n. De la definici6n del 
coeficiente de almacenamiento, la cantidad de 
fluido inyectado contenido dentro de un elemen­
to cilfndrico particular sera obtenido por 

donde r es la media del radio del elemento, asf 
que,21rr~r es el area base del elemento; hr,t nos 
da la carga promedio (es decir, para un radio r) 
para un tiempo en consideracion; y S es el coefi­
ciente de almacenamiento. (Recuerde la 
definicion del coeficiente de almacenamiento-el 
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volumen en almacenamiento es el producto del 
coeficiente de almacenamiento, carga y area de 
la base). Ahora, si sumamos los volumenes de 
almacenamiento en cada elemento cilfndrico en 
el acuffero, el total tendra que ser igual al 
volumen de agua inyectada V, en cualquier tiem­
po despues de la inyeccion. Es decir, 

V = E.A V = ES • hr,t • 21rr.Ar, 

donde la suma se efectua para todos los elemen­
tos cilfndricos en el acuffero. Otra vez 
reiteramos que se debe tener en cuenta que hr,t 

representa solamente el aumento de carga 
asociado con la inyeccion, asf que su utilizacion 
en la ecuacion de almacenamiento nos conduce 
unicamente al volumen del agua inyectada, no al 
volumen total en almacenamiento. Ahora, 
debido a que estamos considerando un sistema 
continuo, reemplazamos la suma de la ecuacion 
anterior por una integracion. Es decir, hacemos 
que el ancho de cada elemento sea in­
finitesimamente pequefw, denominado como dr, 
asf que el numero de elementos llega a ser in­
finitesimamente grande; entonces refor­
mulamos la ecuacion asf 

v = r r = 

00 

s. hr,t . 2?rrdr. 
j r =O 

Los If mites de integracion se extienden de r = 0 a 
r = oo, indicando que los elementos cilfndricos se 

Con.-33+ 

extienden por todo el acuffero. Esta ecuacion, 
entonces, es la condicion final que nuestra fun­
cion debe satisfacer, si es en efecto la solucion 
que se requiere. 

PREGUNTA 

l Como cree que nuestra solucion propuesta 
puede ser comprobada para ver si satisface la 
condicion limite? 

Pase a Ia Seccion 

La integracion indicada en la ecuacion debera 
efectuarse. El resultado debera ser igual a 

La expresion 

__ V_ e- (r'St4T t). 

4?rTt 

__ V_ e-(r'St4Tt> 

4?rTt 

debe ser sustituida por 

21rr 

11 

en la ecuacwn, y la integracion efectuada; el 
resultado debera ser 

La expresion 

21rS. 

__ V_ e- (r'St4Tt) 

4?rTt 

debe ser sustituida por 

14 

en la ecuacwn, y la integracion efectuada; el 
resultado debera ser igual a 

v. 13 
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Su respuesta en la Secci6n 1, 

es incorrecta. La Ley de · Darcy expresa que el 
flujo se presenta como el producto de la conduc­
tividad hidraulica, la gradiente de carga en la 

Su respuesta en la Secci6n 5, 

direcci6n del flujo y el area normal ala direcci6n 
del flujo. En este problema como en el del flujo 
continuo a un pozo considerado en la Parte III, 
la direcci6n del flujo es la direcci6n radial r. Un 
area que en cualquier punto es perpendicular a 
la coordenada radial sera un area cilindrica, 
coaxial al pozo. Es decir, el area de flujo re­
querida es cilindrica -en particular, la cara· in­
terior del prisma cilindrico mostrado en la Sec­
ci6n 1. El area del cilindro se obtiene por el pro­
ducto de su altura por su perimetro. 

Regrese a la Secci6n 1 y elija otra respuesta. 

~=~ f e-<Sr>t4Tt)• ( -28 ) +( -2Sr ) · ·e-<Sr>t4Tt)• ( -2Sr ) l, 
or2 47rTt l 4Tt 4Tt 4Tt 

es correcta. Deseamos ahora diferenciar la 
ecuaci6n 

v h=--- e-(Sr'/4Tt) 

47rTt 

con respecto al tiempo, para obtener una ex­
presi6n para ohlot. Al hacerlo, consideramos r 
como una constante, y nuestra expresi6n como 
el producto de dos funciones de t, 

y 

v 
47rTt 

La derivada de 

. v v ___ , 6 --·t-1, 
47rTt 47rT 

con ~especto a ~ es 
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Para diferenciar 

e-(Sr'14Tt) , 

aplicamos entonces 

donde u es 

deu _ u du 
---e--, 

dt dt 

-Sr2 - -Sr2 
___ , 0 --·t-1, 

4Tt 4T 

y su derivada con respecto a t es 

Con.-35+ 

Sr2 ·t-2 ~ Sr2. 
4T ' 4Tt2 

PREGUNTA 

Aplicando la regia de diferenciaci6n para un 
producto, junto a los resultados anteriores, lCmil 
de las siguientes expresiones se obtiene para 
ah!at? 

Pase a Ia seccion 

3 

~=--V_. e -cs-rt4Tt)• (~) + e-csr't4Tt)· (~) 
at 47rTt 4Tt2 47rTt2 

20 

Su respuesta en la Secci6n 1, 

-Kb(~) 
or 1 

Q1- ' 
21rr1 

es incorrecta. La Ley de Darcy nos dice que el 
flujo se obtiene por el producto de la conduc­
tividad hidraulica, la gradiente de carga en la 
direcci6n del flujo y el area de secci6n transver­
sal perpendicular ala direcci6n del flujo. En este 
caso, como en el de flujo continuo a un pozo en la 
Parte III, la direcci6n de flujo es radial y la sec-

31 

ci6n normal al flujo es una superficie cilfndrica 
-la superficie interior de la capa cilfndrica 
mostrada en la Secci6n 1. Sin embargo, en su 
respuesta no hay ningtin factor que representa 
el area de esta superficie. La altura de este cilin­
dro, b, aparece en el numerador de su respuesta; 
su perfmetro 21rr, aparece en el denominador de 
su respuesta. 

Regrese a la Secci6n I y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en la Secci6n 28, 

dV ah 
--=S27rrilr--, 

dt at 

es correcta. Como antes, ahora utilizaremos la 
ecuaci6n de continuidad para relacionar el 
almacenamiento con las ecuaciones de flujo. 

PREGUNTA 

Si la expresi6n obtenida para el flujo de en­
trada menos el de salida es igualada a la ex-

preswn anterior para la proporci6n de 
acumulaci6n en el almacenamiento, ~emil de las 
siguientes ecuaciones se puede obtener? 

Pase a la Seccion 

r iJ2h +-1-~=S~ 22 
or2 21rr· or at 

32 

o2h 1 ah s ah 
--+---=--- 27 
or2 r or T at 
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Desarrollo De Soluciones Adicionales 
Por Superposici6n 

La ecuaci6n diferencial 

a2h + 1 ah _ s ah 
-- -------· 
ar2 r ar T at 

es lineal en h; es decir, h y las varias derivadas 
de h se presentan t1nicamente en la primera 
potencia-no estan elevadas al cuadrado, al cubo 
o a otra potencia excepto a 1, en cualquier ter­
mino de la ecuaci6n. Las ecuaciones de este tipo 
tienen como propiedad que las soluciones corres­
pondientes a dos perturbaciones individuales 
pueden ser agrupadas para obtener una nueva 
soluci6n que describa el efecto combinado de las 
dos alteraciones. A esto se denomina super­
posici6n de soluciones: Es una tecnica usada a 
menudo intuitivamente por hidr6logos -por 
ejemplo, para calcular el descenso producido por 
varios pozos, al afiadir descensos calculado~ 
para operaciones individuales. 

La soluci6n obtenida en la instrucci6n pro-

__ v_1 --·e- ( 
47rT(t- t1~ 

donde vl es el volumen inyectado al instante tt' y 
v2 es el volumen inyectado al instante t2'· 

Si consideramos la extracci6n de un volumen 
de agua del pozo, en vez de inyectar, 
necesitamos solamente introducir un cambio de 
signo, tomando V negativo. Por ejemplo, si el 
extractor de agua es retirado cuando t = tt', el 
cambio de carga a un tiempo t, debido a esta 

gramada anterior se desarroll6 para una inyec­
ci6n del fluido para t = 0. Si la inyecci6n no 
ocurre cuando t = 0, el termino t en la soluci6n es 
simplemente reemplezado por At, que es el in­
tervalo entre el tiempo de la inyecci6n y el ins­
tante en el cualla carga se mide. Por ejemplo, si 
la inyecci6n se hace al tiempo t' y el cambio de 
carga debido a esta inyecci6n es medido a un 
tiempo despues t, el intervalo t-t' se usa en la 
soluci6n en Iugar de t y obtenemos 

( 
r

2
S ) 

_ __;_V __ • e 4T(t- t~ 

47rT(t -t~ 

Ahora, supongamos que ocurren- dos inyec­
ciones, una para t1'. y la segunda para t2~ y la 
carga es medida a un tiempo i despues de ambas 
inyecci6nes. Utilizando la superposici6n, el cam­
bio de carga debido a estas alteraciones es 

remoci6n es ( r'S ) 

- vl - 4T<t-t1> 
hrt ·e 

' 41rT(t-t/) 

donde V 1 es el volumen sacado por el extractor. 
Si el pozo es sometido a extracciones repetidas, 
como puede suceder durante el desarrollo, la 
carga que cambia debido a la extracci6n se ob-
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tiene por superposici6n de estas perturbaciones 
causadas por cada descarga individual: 

don de t es el tiempo al cual h es medida; tt', t2', tJ', 
... , t,' son los tiempos a los cuales las descargas 
individuales se efectuan; y v., V2, VJ, ... , V, son 
los volumenes retirados por el extractor en las 
descargas sucesivas. El "metodo de extractor" 
para determinar la transmisibilidad a partir del 
descenso residual de un pozo que ha sido 
sometido a extracci6n, fue desarrollado de esta 
ecuaci6n (Skibitzke, 1963). 

Caudal de 
bombeo, Q 

Tiempo 

Ahora, supongamos que un pozo es bombeado 
continuamente durante el intervalo de tiempo 
de cero a t, y deseamos conocer el cambio de 
carga para el tiempo t debido a esta descarga 

continua. La rapidez de bombeo, en unidades de 
volumen de agua por unidad de tiempo, puede 
variar de un instante a otro. La figura muestra 
un grafico de la proporci6n de bombeo versus 
tiempo para un caso hipotetico. El bombeo em­
pieza en el instante t = 0 y se extiende hasta el 
tiempo = t, que es el instante en el cual 
deseamos saber el cambio de carga. Con­
sideramos primeramente, el cambio de carga al 
instante t debido a la acci6n de bombeo en un in­
stante particular, t' durante el transcurso del 
bombeo. Consideramos un intervalo infinitesimo 
de tiempo, dt', que se extiende a ambos lados del 
instante t'; el valor promedio de bombeo durante 
este intervalo se denomina como Q(t~. El 
volumen de agua extrafdo del pozo durante el in­
tervalo es el producto de la proporci6n de 
bombeo, Q(t~, y el intervalo de tiempo, dt', es 
decir 

- v = -Q(t~ dt'. 

Nuevamente, los signos negativos se utilizan 
para indicar descarga en vez de inyecci6n. El 
producto Q(t~dt' es igual al area del elemento 
sombreado en el grafico que se muestra 
anteriormente; la altura de este elemento es 
Q(t') y su ancho es dt' . El intervalo de tiempo en­
tre el instante de extracci6n y el instante en que 
se mide la carga es t-t'. U san do la soluci6n 
obtenida en este programa para cambio de carga 
debido a descarga instantanea de un volumen de 
agua, el cambio de carga al instante t debido a la 
descarga t' se obtiene por 
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_-_V ·e-( 
47rT(t- t') 

r
2

S ) 
4T(t- t') 

El cambio total de carga al instante t, debido a 
que la descarga continua de cero a t, se obtiene 
por medio de la superposici6n afiadiendo los 
cambios de carga causados por descargas in­
stantaneas en todo el intervalo de cero a t. 

- Q ( t•) ( r2S ) 
---..,,---.-·e- -'T<t-t'> 
4'71" T(t- t') 

0 t• 

I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I -I...., 

I 0 
10.. 
I S 
I.~ 

(t- t')---i E-; 

t 

La figura muestra un grafico de la funci6n 
entera en vez de mostrar solo la descarga versus 
tiempo. Se dibuja la funci6n 

_-_Q_(t'_) -·e- ( 
47rT(t-t') 

4T(t- t') 

versus tiempo. El area del elemento para t' es 
ahora 

( 
r

2

S ) 
-Q(t') ·e- 4T(t-t') ·dt' 

47rT(t- t') 

-Q(t')dt' ( 
r 2S 

·e- -4~-(-t--t')-

-por lo tanto, su magnitud es igual al cambio de 
carga para t, causado por la descarga para t'. Si 
elementos de esta clase mostrados en la figura 
se construyen a lo largo del eje para el tiempo t 
desde cero basta t, el area de cada elemento pre­
sentara el cambio de carga para t debido a la 
operaci6n de bombeo durante el intervalo 
representado por el elemento: El cambio total 
de carga para t causado por todas las descargas 
instantaneas en todo el intervalo desde cero 
basta t sera igual a la suma de estas areas, o al 
area total bajo la curva de cero at. El area total 
es la integral de la funci6n 

-Q(t') __ .......:.....;~-·e 
-( rlS ) 

4T(t- t') 

47rT(t- t') 

sobre el intervalo de cero at; es decir, el cambio 
total de carga se obtiene por 

h- r t!=t __ -_Q_(t_)_.e 
j t'=O 47rT(t- t') 

-( 
dt'. 

Se deberia observar que ahora usamos t' para 
indicar la variable tiempo o variable de in­
tegraci6n, en vez de especificar un instante par­
ticular. La funci6n a ser integrada contiene la 
diferencia t-t', entre el limite superior de in­
tegraci6n y la variable de integraci6n. La 
evaluaci6n de la integral producira una funci6n 
dellfmite superior, t y de r; es decir, el cambio de 
carga debido al bombeo sera especificado como 
una funci6n de r y de t ( el instante cuando se 
mide la carga). 

Para el caso particular cuando el valor de la 
descarga es constante, Q, la ecuaci6n integral 
puede ser transformada directamente a una for­
ma apropiada para computaci6n. Tenemos 
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i.t'=t -Q -( 4T:~t')) 
h= ·e dt'. 

=0 41TT(t-t') 

El termino - Q/47rT es una constante, y puede 
ser sacado de la integral 

-Q [t'=~' 1 -( 4T:~t')) 
h=-- --·e dt'. 

41TT .. t'=O t- t' 

Introducimos el cambio algebraico de la 
variable 

r 2S 
t/;=--

4T(t-t:) 

Diferenciamos esta expresi6n con respecto a 
t', considerarando t, como una constante; esto 
produce 

dl/; 

dt: 

r 2S·4T 

( 4T(t- t/))2 

_ r2S f 4T(t-t:) l 
4T(t- f) t r 2S 

4T 

Por lo tanto, 

4T 

y 

4T 

El valor de l/; que corresponde allfmite superior 
de integraci6n, t' = t, es 

r 2S 
1/!t= -oo. 

4T(t-t) 

Mientras, el valor l/; correspondiente al limite 
inferior de integraci6n, t' = 0 es 

l/;o 
rS 

4T(t-0) 

Ahora, regresamos a nuestra ecuaci6n integral 
y sustituimos l/; por 

rs 
4T(t- t') 

por 
dt'; 

y los val ores asf obtenidos para los lfmites de in­
tegraci6n. Esto produce 

h= -Q roo _I_.e-1/t. r
2

S . d.p. 

41TT .. rS t-t' 4T 1/12 

4Tt 

Pero como 

la integral anterior pasa a ser 

I 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

h= -Q roo e-.p d.p. 

41TT .. rS 1/1 

\ 
\ 
\ 

inferior 
/.L 

4Tt 
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Esta integral se denomina la integral ex­
ponencial. Es una funci6n de su lfmite inferior, 
como se sugiere en la figura, que muestra un 
grafico de la funci6n e- 1#/t/; versus t/;. El area 
debajo de la curva es igual al valor de la integral. 
El lfmite superior es infinito y la funci6n e-1#/t/; 
tiende a cero cuando t/; es infinito. El area debajo 
de la curva o el valor de la integral, depende 
unicamente del punto donde se tome ellfmite in­
ferior -es decir, en el valor de r 2S/4Tt. Este ter­
mino es a menudo denominado como u en la 
literatura, asf que la ecuaci6n para el cambio de 
carga se escribe a menudo 

don de 

Se puede demostrar que la integral anterior es 
igual a una serie infinita,incluyendo ellfmite in­
ferior. Especfficamente, 

J 
oo e- 1# u2 u3 u4 
--dt/;= -0.5772-ln(u)+u---+-----+ ***. 

u t/; 2·2! 3·3! 4·4! 

Los valores de la integral para varios valores 
dellfmite inferior se han computado, y tabulado 
usando esta serie. En literatura hidrol6gica, el 
valor de la integral se refiere comunmente como 
W (u) o "funci6n pozo de u". Tablas deW (u) ver­
sus u estan disponibles en la referencia de Fer­
ris, Knowles, Brown y Stallman (1962) y muchas 
otras fuentes de referencia. En las formas 
presentadas anteriormente, las ecuaciones pro­
porcionan el cambio de carga, o simplemente la 
carga, si se asume que h era cero antes del 
bombeo. Si la carga estaba en otro nivel cons­
tante, ho, antes del bombeo, las expresiones 
serfan aun validas para el cambio de carga,h- ho. 
Es decir, tenemos 

- Q J 00 e-1# - Q 
h-h0=- -dt/;=-·W(u), 

47rT u t/; 47rT 

donde 

o en terminos de descenso, ho = h, tenemos 

El resultado que hemos obenido aquf es cono­
cido como la ecuaci6n de Theis, en honor a C.V. 
Theis, quien aplic6 esta ecuaci6n por primera 
vez en hidrologfa (Theis, 1935). Un analisis ex­
celente del significado de esta discusi6n en 
hidrologfa se presenta en otro trabajo de Theis 
(1938). 

Fue reconocido por Cooper y Jacob (1946) que 
para val ores pequefios de u, ( es decir, para 
valores grandes de t), los terminos que siguen a 
In (u), en la serie expansiva para 

pasan a ser insignificantes. Bajo esta condici6n 
el valor de la integral resulta ser 

-0.5772 -ln(u) 

6 

( 
r

2

S ) -0.5772-ln _ . 
4Tt 

El signo del termino logarftmico puede ser cam­
biado invirtiendo la expresi6n en parentesis, 

-ln ( r
2

~ ) = ln ( 4Tt ) 
4Tt r 2S 
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y la constante 0.5772, puede ser expresada como 
ellogaritmo natural de otra constante, 

asi que 

0.5772=ln (-
4
-) 

2.25 

-0.5~72 -In ( rS ) =In( 4Tt )'. -In (-4-.) 
4Tt r 2S · 2.25 

Por lo tanto, cuando el bombeo continua por un 
periodo de tiempo suficientemente largo de 
manera que u, o r2SI4Tt , sea pequefio, podremos 
escribir 

_ Q J oo e-1/1 ,J,,, _ 2.3Q I ( 2.25·Tt) 
S--- -u¥'----Og10 ' 

47rT u t/; 47rT r 2S 

Esta es la formula modificada de no-equilibrio, 
que forma la base de las tecnicas para "graficos 
semilog" a menudo usados por hidrologos para el 
analisis de los datos de pruebas de bombeo. 
E stas tecnicas son generalmente aplicadas para 
valores de u menores de 0.01. 

La ecuacion de Theis y la formula modificada 
de no-equilibrio son extremadamente utiles en la 
hidrologia, siempre y cuando sean usadas dentro 
de los liimites de aplicacion establecidos para las 
suposiciones hechas en sus derivaciones. Antes 
de terminar con esta materia, repasaremos 
brevemente las suposiciones que han sido 
acumuladas durante el curso de la derivacion. 
Primeramente desarrollamos la ecuacion 

a2h + 1 ah _ s a~ -- -------, 
ar2 r ar T at 

asumiendo que: 
1. El acuffero era confinado; 
2. No habfa flujo vertical; 
3. El flujo fue dirigido radialmente hacia (o 

desde) el origen 
4. S y T eran constantes- es decir, el acuffero 

era homogeneo e isotropico; 

5. No habia recarga al acuifero. 
AI escribir la soluci6n correspondiente a la 

descarga instantanea o aumento de un volumen 
de agua, V, incluimos las suposiciones que: 
6. El acuffero era de infinita extensi6n; 
7. No habfa descarga lateral o recarga excepto 

en el pozo; 
8. La carga era uniforme y constante en todo el 

acuffero antes de t = 0; 
9. Toda el agua inyectada se almacen6 (o in­

versamente, toda el agua descargada se 
extrajo del almacenamiento ); 

10. El pozo tenia un radio infinitesimal. 
Finalmente, cuando integramos la soluci6n 

anterior para obtener la soluci6n de descarga 
continua 

incluimos la condici6n que 
11. La descarga, Q, era constante durante todo 

el bombeo. 
E stas suposiciones de ben tomarse en cuenta 

cuando se aplica la ecuaci6n de Theis. La con­
dici6n que todo flujo es lateral, implica que el 
pozo debe penetrar totalmente al acuffero y que 
el acuffero es horizontal. 

Si se usa la aproximaci6n semilogarftmica, in­
cluimos la condici6n que el tiempo es sufi­
cientemente grande y el radio suficientemente 
pequefio para que el termino rS/4Tt sea menor 
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que 0.01 y que los Ultimos terminos en Ia ex­
presi6n de la serie para Ia integral no se tomen 
en cuenta. 

La ecuaci6n de Theis fue Ia primera ecuaci6n 
que describi6 el flujo de agua a un pozo en condi­
ciones de no-equilibrio. En trabajos subse­
cuentes, Papadopulos y Cooper (1967) indicaron 
los efectos del radio infinito de un pozo; Jacob 
(1963) y varios otros escritores han examinado 
los problemas de descarga de pozos par­
cialmente penetrantes; Stallman (1963a), Lang 
(1963) y numerosos investigadores han utilizado 
Ia teorfa de las imagenes para explicar los 
lfmites laterales de acufferos; Jacoby Lohman 

(1952) han analizado Ia descarga a descenso con­
stante, en vez de caudal constante; numerosos 
escritores incluyendo en particular Jacob (1946), 
Hantush (1959, 1960, 1967a, 1967b),y Hantush y 
Jacob (1955) han analizado el problema de 
descarga de un acuffero recargado ver­
ticalmente a traves de estratos supra e in­
frayacentes; varios escritores, incluyendo 
Boulton (1954), han enfocado el problema 
general de flujo tri-dimensional a una pozo. 
Weeks (1969) ha aplicado varios aspectos de la 
teorfa del flujo bacia un pozo al problema de 
determinar permeabilidad vertical a partir de 
analisis de eusayos de bombeo. 



Parte VII. Metodos de Diferencias Finitas 

lntroducci6n 

En los capftulos anteriores,consideramos solu­
ciones matematicas formales a las ecuaciones 
diferenciales para el flujo de aguas 
subterraneas. Sin embargo, en la practica com­
probamos que tales soluciones formales son 
aplicables solamente a algunos problemas de 
campo, representando condiciones lfmites 
relativamente simples. En la mayorfa de los 

/ 

1 d 

Pozos de 
Observaci6n 

0 e 2 

Superficie 
/, potencio­

metrica 

casos, necesitamos buscar soluciones aproxi­
madas utilizando metodos diferentes a las solu­
ciones formales. En la Parte VII, consideramos 
uno de estos metodos -la simulaci6n de las ecua­
ciones diferenciales por ecuaciones diferenciales 
finitas, las cuales pueden a su vez ser resueltas 
algebraica o numericamente. 

Tres pozos · de observaci6n penetran un 
acuffero confinado. Los pozos estan ordenados 
en linea recta en la direcci6n del eje x y a una 
distancia uniforme ~x. El nivel de agua en los 
tres pozos se designa como h1, ho, y h2 como se 
indica en la figura. 

PREGUNTA 

l Cual de las siguientes ecuaciones representa 
una aproximaci6n razonable para la derivada 
ah/ax, en el punto, d, equidistante del pozo 1 y 
del pozo 0? 

Pase a Ia Seccion 

( 

~ ) d ;:::::: h. ~ h2 
ax ~X 

7 

26 

( ~)d =::: ho-ht 
ax · ~x 

12 

116 
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Su respuesta, hi,j en Ia Seccion 3 es correcta. 

PREGUNTA 

Siguierido las mismas reglas, lcuaJ de las 
siguientes expresiones podria servir como una 
aproximaci6n diferencial finita para el termino 

iPh a2h 
--+--
ax2 ay2 

en el punto hi} 

Su respuesta en Ia Seccion 15, 

a2 h 02 h h. - h2 + h3 + h4 - 4ho 
--+--::::::: ' 
ax2 ay2 a2 

es correcta. Estas aproximaciones a a2h/ax2 y 
a2h/ay2 se pueden obtener mas formalmente 
utilizando las series de expansi6n de Taylor. Al 
aproximar las derivadas usando diferencias 
finitas se comete un cierto error; generalmente, 
este error disminuye cuando los valores de a son 
cada vez mas pequeflos. 

Construyamos una red rectangular de lfneas 
entrecruzadas asi como se indica en el diagrama, 
sobre el plano x,y. 

'V Columna 

8 
3 

7 

6 

5 

4 
fodo 3,4 

Fi la 4 

3 

2 

~a-+ i X 

1 

1 2 3 4 5 6 7 8 

Pase a Ia Seccion 

a2h a2h hi-2,j+ hi-l,j+ hi+ l,j+ hi+2,j- 4hi,j --+ --::::::: ---=~~~=-----'---"'---'--"'-----"'-
ax2 ay2 

hi-l,j +hi+ l ,j + h i,j -1 + hi,j+ 1- 4hi,j 
a2 

20 

18 

4 

Las lfneas se trazan a distancia uniforme, a, y se 
numeran desde el origen en forma sucesiva. Las 
lineas paralelas a x se denominan filas y los 
trazos paralelos al eje y se denominan columnas. 
La intersecci6n de ambos trazos se denomina 
nodo y se identifica con la numeraci6n de la linea 
de intersecci6n; por ejemplo, el nodo 3,4 esta 
formado por la intersecci6n de la tercera colum­
na a la derecha del eje y con la cuarta fila sobre 
el eje x. La distancia, a, puede ser considerada 
como una unidad de medida; por lo tanto, los 
m1meros nodales dan el m1mero de unidades de 
distancia de un nodo particular a los ejes x e y. 
La carga en un nodo se indica por el uso de los 
m1meros nodales como subindices; por ejemplo, 
la carga en el nodo 3,4 se indica como h3,4• 

PREGUNTA 

Siguiendo estas reglas, lC6mo se indicarfa la 
carga de un nodo ubicado a i unidades a la 
derecha del eje y y j unidades sobre el eje x ( es 
decir, el pun to x = i · a, y = j · a, en la notaci6n 
Cartesiana convencional)? 

h·· J,t 

h·. t,) 

hia,ja 

Pase a Ia Seccion 

14 
2 
5 
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Su respuesta en Ia Seccion 2 es correcta. 
Consideramos, ahora, el eje de tiempo y lo 
dividimos en la forma como se muestra en la 
figura, en segmentos de longitud ll.t, y numeran­
do sucesivamente las divisiones desde t = 0. 
Ademas, incluimos un tercer subindice, que in-

0 

II 

I I 
t---~t-1 
I I 

Nodosde~----~1--~--~~4~~--~GL-~7---t 

tiempo 

11 

8 

7 

6 

5 

4 

J.2, .3) 
"f' 3 

+- 2a ~ 
2 

~4 
J 

~-- t 
1 

X 
1 2 3 4 6 6 7 8 

dica el tiempo en el cual se observa el valor de 
una carga particular; por ejemplo h i,j,n se refiere 
a Ia carga en el nodo i, j en el plano x, y para el 
tiempo indicado por la divisi6n n marcada sobre 
el eje tiempo. · 

PREGUNTA 

Suponiendo que ll.x = ll.y =a, ~cual de las 
siguientes expresiones darfa las distancias 
coordenadas reales y el tiempo de medida 
asociado con el termino hi,j,n? 

Pase a Ia Seccion 

h i,j,n = carga en x = i ·a, y = i ·ll.t, tiempo = n ·ll.t 
9 

hi,j,n = carga en x = i ·ll.x, y = i ·ll.y, tiempo = n ·a 
23 

hi,j,n = carga en x = i ·a, y = j ·a, tiempo = n ·ll.t 
10 

Su respuesta, h ia,ja' en Ia Seccion 3 es inco­
rrecta. Ha usado las distancias de los dos ejes 
coordenados como subindices. Es decir, ha 
utilizado ia, el cual es en r'ealidad la coordenada 
x del nodo, o su distancia del eje y como el 
primer subindice: Ademas, ha usado J·a, el cual es 
en realidad la coordenada y del nodo o su distan­
cia al eje de las x, como segundo subindice. La 
regia expresada en la Secci6n 3, no tiene esa for­
ma. Si la red a diferencis finitas es sobrepuesta 
al plano x, y como se muestra en el grafico, en­
tonces el subfndice asociado al pun to x = 2a y 
y = 3a es simplemente 2.3; la carga en este punto 
se designa como h2.3• Si numeramos las lfneas de 
la red en sucesi6n a lo largo de cada eje, con el 
punto de origen igual a cero, podemos obtener el 
subfndice de un nodo particular, o punto de in­
tersecci6n observando los m1meros asignados a 
las dos lfneas en la red que se interceptan allf. El 
punto 2.3 se encuentra en hi intersecci6n de la 
linea vertical m1mero 2 y la linea horizontal 
m1mero 3. 

Regrese a la Secci6n 3 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en Ia Seccion 25 es incorrecta. 
Su planteamiento para el calculo del nuevo valor 
de h i,j en el primer paso es incorrecto. La 
ecuaci6n diferencial finita que hemos desarro­
llado expresa que el valor de h i,j debe ser el pro­
medio de los valores de h en los cuatro nodos 
cercanos, es decir, 

La intenci6n en este proceso de relajamiento es 
computar un nuevo valor de hi,j como el pro­
medio de los valores previos de h en los 4 nodos 
cercanos. Es decir, 

h i,y" (Nuevo Valor)=_!_(hi-l,J·+hi+l,j 
4 

+hi,j - 1 +hi,j+1) (Valores Previos). 

AI efectuar este calculo, el objetivo es com­
parar el nuevo valor de h i,j con el valor previo de 

Su respuesta en Ia Seccion 1, 

es incorrecta. AI introducir la noci6n de 
derivadas, es comun empezar con la f6rmula de 
diferencias finitas-es decir, considerar los cam-

; , bios finitos en h, il.h, que ocurren en un intervalo 
fipito, il.x, a lo largo del eje x. La notaci6n de la 
det--iyada, dhldx, es entonces incluida para 
representar el valor de la relaci6n il.h/ il.x, cuando 
il.x pasa a ser de tamaflo infinitesimal. Aquf, la 
intenci6n es desplazarse en la direcci6n opuesta. 
Comenzamos con la derivada, ah/ax, y queremos 
aproximar a la misma por una relaci6n de 
diferencias finitas. Aun mas, necesitamos una 
expresi6n que se aplica al punto d, equidistante 
del pozo 1. El cambio finito en h que sucede en­
tre estos pozos es ho- h1. La distancia finita que 
los separa es il.x. 

Regrese a la Secci6n 1 y elija otra respuesta. 

h i,j· Si ambos, estan cerca uno de otro, en cual­
quier pun to de la red, no es necesario continuar 
con el proceso, debido a que iteraciones adi­
cionales produciran muy pocos cambios adi­
cionales. La soluci6n, en otras palabras, con­
verge para los valores de h la cual satisface la 
ecuaci6n de diferencias. En el segundo paso, en 
vez de establecer R i ,j igual al promedio de los 
valores nuevos y previos de hi,j como en la 
respuesta que eligi6, Ri,j deberfa ser igualada a 
la diferencia entre, hi.J (Nuevo Valor) y hi.J (Valor 
Previo ). La diferencia puede ser entonces pro­
bada en la red y si es suficientemente pequefla 
en todos los puntos, el proceso de iteraci6n 
puede darse por terminado. 

Regrese ala Secci6n 25 y elija otra respuesta. 

Pozos de 
Observaci6n 
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/ Superficie 
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Su respuesta en Ia Secci6n 10 es incorrecta. 
Ha usado la formulaci6n correcta para la aproxi­
maci6n "forward difference" para ah/at- es 
decir, 

ah hi,j,n+l- hi,j,n 
at flt 

h· 1 ' -h .. h .. -h· 1 ' t+ ,J,n t,J,n _ t,J,n t- ,J,n 
a2h a a __ =::; _________ _ 

a 

Similarmente, al obtener una aproximaci6n 
para a2h/ay2

, nos desplazamos a lo largo del eje 
y, asf que i permanecera constante, mientras 
que y-j varfa. El resultado es 

hi,j+1,n -hi,j,n h .. -h .. 1 t,J,n t,J- ,n 
a2h a a __ =::; _________ _ 

a 

La suma de estas dos expresiones dara la 
aproximaci6n correcta para (a2h/ax2

) + (a2h/ay2
). 

Regrese a la Secci6n 10 y elija otra respuesta. 

Su respuesta en Ia Secci6n 4 es incorrecta. 
Los subindices i, j, n nos indican que la carga 
hi,j,n existe en un nodo i,j de la red de diferencias 
finitas sobre el plano x e y en cierto punto n, en 
la escala de diferencias finitas a lo largo del eje 
de tiempo. Los valores de las coordenadas se en­
cuentran multiplicando el m1mero de nodos a lo 
largo de un eje especffico multiplicado por la 

-pero su aproximaci6n para (a2h/ax2
) + (a2h/ay2

) 

es incorrecta. Para obtener una aproximaci6n 
para a2h!ax2

, nos desplazamos a lo largo del eje x 
manteniendo y como constante. En este pro­
ceso, el subfndice i que denota la posici6n nodal 
en el eje x cambiara, en cambio el subfndice J. que 
denota posici6n nodal en el eje y permanecera 
igual. Nuestro resultado sera 

h. 1 . +h. 1 . - 2h .. t + ,J,n t- ,J,n t,J,n . 
a2 

h· 1 . +h .. 1 -2h .. t+ ,J,n t,J- ,n t,J,n . 
a2 

distancia nodal. A lo largo del eje x el nodo i,j 
permanece a una distancia i·a del origen (un 
m1mero de nodos, i, cada uno con distancia a). A 
lo largo del eje de tiempo, el punto n se presenta 
para el tiempo n·flt (n registros de tiempo, cada 
uno a una distania flt). El mismo procedimiento 
se puede aplicar para determinar la coordenada 
y, teniendo en cuenta que hay nodos j a lo largo 
del eje y entre el origen y el punto i, j, ademas 
que estos nodos se encuentran separados por 
una distancia a. 

Regrese a la Secci6n 4 y elija otra respuesta. 



PARTE VII. METODOS DE DIFERENCIAS FINITAS 

Su respuesta en Ia Sec cion 4 es correcta. En 
cada eje x, y y t, el valor de la variable indepen­
diente se encuentra multiplicando el subfndice o 
m1mero del nodo por su distancia a lo largo del 
eje. Por lo tanto, utilizando las reglas que hemos 
adoptado, la aproximaci6n a 

a2h a2h 
--+-· -
ax2 ay2 

para el tiempo t = nl1l, y en el pun to x = t· n, 
y = j ·a se obtendra por 

( 
_a_2h_ + _a_2 h_) =:::: __ h..:_, --=I.:!.: . ./ . ..:_" _+_h_,. ..:._+ :..;;!.I..J::.:_·" -+_h..:._,.~·j ---=l..:._·"_+_h_,~.;..:._+ ;.:_1· '-' -_4_h,;;;.'·.i:._·"-
ax2 ay2 nt.l a 2 

Ahora, para simular Ia ecuaci6n diferencial 

a2h a2h s ah 
--+--=---
ax2 ay2 T at 

en el instante t = nl1t, requerimos ademas una 
aproximaci6n a ah!at para este instante. 

h"+t (n + 1)·4t-----r 

h n~t--~ 

~----~~~-L-~~----t 
nodos de tiempo n-1 n n+t 

El grafico muestra una curva de h versus tenIa 
proximidades de este tiempo. Una aproximaci6n 
razonable a ah!at proxima al tiempo h sera ob­
viamente 

at ~t 

Sin embargo, en metodos practicos de com­
putaci6n, las aproximaciones 

6 

(~) =:::: h/1-hll - 1 
11-ll 

at ~t 

son a menudo mcis recomendables. Aquf, 
simulamos Ia derivada de t = n11l por una "for­
ward difference" tomada entre los tiempos n · ~t 
y (n + 1) · ~t. y una "backward difference", 
tomada entre (n- 1) · il y n · 11t. El error encon­
trado dependera en gran parte de Ia elecci6n de 
~t, y puede ser reducido a lfmites tolerables al 
escoger un valor muy pequefw para 11t. 

PREGUNTA 

U tilizando una aproximaci6n "forward dif­
ference" para ahlat presentada anteriormente, 
lcual de los siguientes resultados se obtiene 
como una simulaci6n diferencial finita de la 
ecuaci6n 

a2h a2h s ah 
--+--=---
ax2 ay2 T at 

para el pun to x = ia, y = ja, y a 'un tiempo t = n.~t? 

Pase a le Seceion 

ht-I.j,n +hi+ l.j.n + ht.j- I.n + hi.j+ !.11- 4hi.j.n _ §_ • hi.j.11 + I- h,,j.11 16 

T 11t 

ht-I.j-I.rt + h, + l.j+ I.n + h; + l.j - !.11- h; - l,j+ 1.11- 4hi.j.ll §_. hi.j.11 +I - hi.j.11 8 
T 

hi - I.j.n+hi+I.j,n +h;,j -1. 11 +hi.j+l.n-4h;,j,n S. h;,j.,+ 'l, -hl.j. 11 - •;, 19 
T 11t 
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Su respuesta en Ia Seccion 16 es incorrecta. 
Para la condici6n de estado constante, 8h/at = 0; 
asi nuestra ecuaci6n 

a2h a2h s ah 
--+--=---
ax2 ay2 T at 

se simplifica a 

1~0 

Su respuesta en Ia Seccion 1, 

( ~) =::: ho-hl, 
ax d Llx 

es correcta. En igual forma, ·la derivada en el 
punto e, equidistante del pozo 0 y del pozo 2 es 
aproximada por 

( 
ah ) _ h2-ho -- ----. 
ax e Llx 

PREGUNTA 

l Cual de las siguientes expresiones da una 
aproximaci6n razonable para la segunda 
derivada, a2h/ax2, en el punto 0, es decir, en la 
localizaci6n del pozo central? 

Pase a Ia Seccion 

a2h hl-hl __ =::; __ _ 27 
ax2 2Llx 

alh h1 +h2-2ho __ =::; 15 
ax2 (Llx)2 

hl-ho ho-hl 
-------

a2h Llx Llx __ =::; 22 
ax2 2Llx 

Para obtener la aproximaci6n diferencial finita 
de esta ecuaci6n, necesitamos unicamente con­
siderar nuestra aproximaci6n diferencia;l finita 
para (a2h/ax2) + (a2h/ay2) e igualarla a cero. La 
aproximaci6n a esta suma, utilizando la notaci6n 
de indices asociada ala red diferencial finita fue 

Esta expresi6n puede igualarse a cero y la 
ecuaci6n resultante multiplicarse por la con­
stante a2 para obtener la ecuaci6n diferencial 
finita que se requiere. 

Regrese ala Secci6n 16 y elija otra respuesta. 

1 

/ 

Pozos de 
Observaci6n 

d 0 e 
f-- 4Z --j 

Superficie 
potencio­

j?· metrica 



PARTE VII. METODOS DE DIFERENCIAS FINITAS 123 

Su respuesta en Ia Secci6n 16 es incorrecta. 
La expresi6n diferencial finita que aproxima a 

era 

azh azh 
--+--
ax2 ay2 

hi- 1,j +hi+ 1,j + hi,j-1 + hi,j+ 1- 4hi,j . 
a2 

Para aproximarse a la ecuaci6n 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

y 

I 

J-2, 3) 
·~ 

*"" 2a ~ 

3a 
i 

~a~ ~ 
I ~ 

1 2 3 4 5 6 7 

Vista del plano 

I 

:--4z- l--+---4z~ 
I 10 I 

---~-------+~L-------~---z 1 2 

__ r__: 
4X=41J=a 

X 
8 

a2h + azh =0. 
ax2 ay2 

esta ecuaci6n diferencial finita necesita 
unicamente igualarse a cero. La ecuaci6n 
resultante puede multiplicarse por la constante 
a2. 

Regrese a la Secci6n 16 y elija otra respuesta. 

Su respuesta, hJ,i' en Ia Secci6n 3 es incor­
recta. El esquema muestra un diagrama del 
plano x, y con la red diferencial finita super­
puesta a la misma. El nodo 2,3 se encuentra a 
una distancia 2a del eje y (x = 2a) y a una distan­
cia 3a del eje x (y = 3a). Es decir, el nodo con las 
coordenadas x = 2a, y =· 3a, es el nodo 2, 3; y la 
carga de este nodo se designa como h2,3 • Las 
mismas reglas se aplican para el nodo de la 
pregunta en la Secci6n 3, que se encuentra a una 
distancia i.a del eje de las y y a una distancia ja 
del eje de las x. Las coordenadas de este nodo 
son: x=i.a, y=j.a. 

Regrese a la Secci6n 3 y elija otra respuesta. 

Su respuesta en Ia Secci6n 12, 
azh hl + h2- 2ho __ ::::::: 
ax2 (.6.x)2 

es correcta. Si tambien consideramos los pozos 
3 y 4 a lo largo de una linea paralela al eje de las 
y (ver figura), podriamos tambien tener como 
una aproximaci6n para a2hlay2 en el punto 0, 

a2h h3+h4-2ho 
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Su respuesta en Ia Seccion 10 es correcta. 
Observe que la ecuaci6n que hemos obtenido es 
en realidad una ecuaci6n algebraica que incluye 
los terminos hi- 1,j,w hi+ 1,j,w hi,j- 1,n,, hi,j+ 1,w hi,j,w y 
hi,j,n+ 1; es decir, hemos simulado una ecuaci6n 

/ 

PREGUNTA 

Si la distancia de los pozos en el diagrama es 
uniforme,-es decir, si Ax=Ay=a- ~emil de las 
siguientes expresiones se podrfa obtener para 

Pase a Ia Seccion 

a2h a2h hl +h2 +h3 +h4- 4ho --+--:==::-------- 3 
ax2 ay2 a2 

a2h a2h h1+h2+h3+h4 --+--:==::------ 28 
ax2 ay2 a2 

a2h a2h (hl + h2- h3 + h4) --+--:==:::_;__ ____ _ 24 
ax2 ay2 a2 

diferencial por una ecuaci6n algebraica. Si los 
valores de carga de todos los nodos son conoci­
dos en el plano x, y para un tiempo inicial t= 0, 
entonces el valor de carga de cada nodo interno 

· para el tiempo subsiguiente, t = 1 ·At, puede 
obtenerse al aplicar la ecuaci6n recien obtenida 
para los tiempos 0 y 1· At (n= 0 y n= 1). Esto 
resultarfa en 

h i -1,j ,O +hi + 1,j,O + h i,j-1,0 + h i,j+ 1,0- 4hi,j ,O 

a2 
S h. ·1-h· ·o • ~,), t ,J, • 

T At 

E sta ecuaci6n se a plica para cada nodo inter­
no del plano y se resuelve para hi,J,l en cada pun­
to, utilizando los valores apropiados de h desde 
t = 0. Para determinar los valores de carga en los 
nodos a lo largo de los lfmites del plano x,y para 
un nuevo tiempo, mas condiciones tienen que ser 
proporcionadas. Cuando los valores de carga se 
calculan en todo el plano para el nuevo tiempo 
(n= 1),el procedimiento podrfa ser repetido para 
determinar los valores de carga para el 
siguiente punto sobre el eje de tiempo (n= 2) y 
asf sucesivamente. · 

Esta tecnica se denomina el procedimiento de 

soluci6n explicita. Tiene el inconveniente que si 
At se escoge demasiado grande, los errores co­
metidos pueden aumentar en dimensi6n, a 
medida que los calculos prosiguen, asf que para 
valores grandes de tiempo, la soluci6n no con­
tiene relaci6n con la realidad, aun como una 
aproximaci6n. Para evitar esta dificultad, se 
utilizan a menudo otros esquemas de com­
putaci6n, algunos incluyen la aproximaci6n 
"backward difference" ah/at, y otros incluyen 
simulaciones totalmente diferentes de la 
ecuaci6n diferencial. 

Muchos de estos esquemas de soluci6n in-
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cluyen tecnicas de iteraci6n, en las cuales las 
diferencias entre miembros de una ecuaci6n son 
sucesivamente reducidas por ajustes numericos. 
Estas tecnicas son algunas veces denominadas 
metodos de relajamiento. Son lo sufi­
cientemente importantes, asf que se mostrara su 
operaci6n por medio de un ejemplo simple. 

Supongamos que se trata de un problema de 
flujo bidimensional de aguas subterraneas en 
regimen permanente. Para esta situaci6n, el ter­
mino ohlot de nuestra ecuaci6n diferencial, y por 
lo tanto el termino 

A.t 

de nuestra ecuaci6n diferencial finita es cero. La 
ecuaci6n diferencial es simplemente 

(J2h (J2h 
--+--=0. 
ax2 (Jy2 

Su respuesta en Ia Seccion 25 es correcta. Si 
hacemos un esquema de la secuencia de opera­
ciones del proceso de relajamiento para resolver 
en una computadora digital, tendrfamos que in­
corporar de alguna manera estos pasos. 

Existen otras tecnicas para la soluci6n 
numerica de las ecuaciones diferenciales de flu­
jo. La eficiencia de varios metodos, en terminos 
de trabajo computacional o tiempo que usa la 
maquina, varia ampliamente segl1n el problema 
en consideraci6n. Se debe tener cuidado al elegir 
un metodo que reuna las condiciones que el pro­
blema requiere; asf se evitara perdidas de tiem­
po y esfuerzo para obtener la soluci6n. 

En este analisis. s6lo proporcionamos una 
breve indicaci6n sobre la forma en la cual los 
metodos numericos pueden aplicarse en la 
hidrologfa de las aguas subterraneas. El analisis 
numerico es un campo amplio y complejo por sf 
mismo. Los lectores interesados encontraran 
mucha literatura sobre la teorfa y sus aplica-

Con.-16° 0 

PREGUNTA 

U tilizando la notaci6n de sarrollada 
anteriormente, suprimiendo el tercer subfndice, 
debido a que no se considera el tiempo, lCual de 
las siguientes expresiones representa una 
aproximaci6n diferencial finita valida a esta 
ecuaci6n de estado permanente? 

Pase a la Seccion 

hi-1,j +hi+ 1,j + hi,j-1 + hi,j+ 1- 4hi,j = 0 

h i - 1,j +hi+ 1,j + hi,j-1 + hi,J+ 1 + 4hi,j = a2 

4h. 
h i -1,j+ hi+1,j+ h i,j -1 + h i, j+1 =~ 

a 

25 
11 

13 

ciones. Ejemplos del uso de las tecnicas 
numericas en aguas subterraneas pueden encon­
trarse en los trabajos de Prickett y Lonnquist 
(1971), Stallman (1956), Remson, Appel y 
Webster (1965), Pinder y Bredehoeft (1968), 
Rubin (1968), Bredehoeft y Pinder (1970),Freeze 
(1971), Prickett y Lonnquist (1973), Trescott, 
Pinder y Jones (1970), Trescott (1973) y muchos 
otros autores. U n excelente sumario de los 
metodos numericos aplicados a la hidrologia de 
las aguas subterraneas se presenta por Remson, 
Hornberger y Molz, (1970). 

U sted ha completado el programa de Ia 
Parte VII. A continuaci6n de la Secci6n 28 se 
presenta en forma de texto un analisis que pro­
porciona mas detalles de alguna de las tecnicas 
clasicas de ecuaciones de diferencias finitas. 
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Su respuesta en Ia Seccion 2 es incorrecta. 
El grafico muestra el arreglo de cinco pozos 
utilizados anteriormente para desarrollar una 

y 

i,i+ 

i -1, j i, j i+ l,j 

l 
a 

i,j-1 _j __ 

1900 

Su respuesta en Ia Seccion 10 es incorrecta. 
Su aproximaci6n para (a2h/ax2) + (a2h/ay2) es 
correcta, pero usted no ha utilizado la for­
mulaci6n para "forward difference" para aproxi­
mar ah/at, como requiere la pregunta. La apro­
ximaci6n que ha utilizado 

at At 

es normalmente una aproximaci6n mas exacta 

Su respuesta en Ia Seccion 2 es incorrecta. 
La parte superior de la figura muestra el 
ordenamiento utilizado para desarrollar las 
aproximaciones de diferencias finitas para 
(a2h/ax2) + (a2h/ay2). El pozo al centro del 

aproximaci6n para (a2h/ax2) + (a2hlay2), pero con 
los pozos ahora reordenados de acuerdo al es­
quema de subindices asociados con la red 
diferencial finita. La carga en el pozo central es 
designada como hi,j en vez de ho; las cargas de los 
dos pozos a lo largo del eje x son hi- I,j y hi+ 1,j, en 
vez de h1 y h2 ; y las cargas para los dos pozos a lo 
largo del eje y son hi,j-I y hi,j+ b en vez de h3 y h4. 
Nuestra expresi6n previa para 

a2h a2h 
--+--
ax2 ay2 

fue 

La pregunta requiere solamente el cambio an la 
notaci6n asociada con la red diferencial finita. 

Regrese ala Secci6n 2 y elija otra respuesta. 

para ahlat, a i, }, n que la formulaci6n "forward 
difference': debido a que la diferencia se toma 
simetricamente en el punto en donde ah/at es 
aproximada. Desafortunadamente, no es siem­
pre util para el calculo de soluciones numericas 
como son las formulaciones "forward difference" 
6 "backward difference". Estas formulaciones 
son asimetricas en el sentido en que la diferen­
cial se mide enteramente a un lado u otro del 
tiempo t =nAt, que representa el in stante en que 
ah/at debe ser aproximada. Sin embargo, estas 
formulaciones son mas adecuadas para usar con 
muchas otras tecnicas de computaci6n. 

Regrese ala Secci6n 10 y elija otra respuesta. 

ordenamiento se design6 como 0 y los pozos 
vecinos se denominaron como indica la figura. 
La expresi6n que obtuvimos para 

fue 

a2h a2h 
--+--
ax2 ay2 
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Utilizando la notaci6n de nuestra red de diferen­
cias finitas mostrada en la parte inferior de la 
figura, el pozo al centro del ordenamiento sera 
denominado i, j; los pozos restantes seran 
designados como i-1, j; i+ 1, j; i, j-1; y i,j+ 1, 
como se muestra. Es s6lo cuesti6n de substituir 

Figure A 
y 

1 0 2 
}---a a---T 

X 

I I 

a 

3.L 

Su respuesta en Ia Seccion 25 es incorrecta. 
Su paso inicial, el de dar la formulaci6n para 
computar los nuevos valores de hi.i utilizando los 
valores previos de hi- I,j• hi+l,j hi,j-h y hi.i+l' es co­
rrecto. Sin embargo, su segundo paso no es co­
rrecto. El prop6sito es continuar el proceso 
basta que la diferencia entre el valor previo y el 
nuevo valor de hi,i Begue a ser muy pequefia en 
cualquier parte de la red. Por lo tanto, Ri,i debe 

Pozos de 
Observaci6n 

Superficie /)~ 
/ potenciome­

f----.,,.----.-.i ~-.,~~,.....,.......~~-/ trica 

....... · ... ·1 
A~uifero I 

-~~~~~~~~~=x~~~L-x 

1 d 0 2 
f--- ~X 

Con.-20° 0 

estas designaciones por las designaciones 0, 1, 
2, 3 y 4 utilizadas en el desarrollo inicial. 

Regrese a la Secci6n 2 y elija otra respuesta. 

y 

-+ 
I 

i,i+ 1 

i- 1, j i, j i+ l,j +a-
a 

i,j-1 j 
X 

2100 

representar la diferencia entre hi,j(Nuevo Valor) 
y hi.i (Valor Previo ); y el proceso debera con­
tinuar hasta que Ri,i sea insignificante por toda 
la red. 

Regrese a la Secci6n 25 y elija otra respuesta. 

Su respuesta en Ia Seccion 12, 

h2-ho ho-ht -------
a2h Ax Ax 
--:=::::------
ax2 2Ax 

es incorrecta. El numerador en su respuesta 
presenta la diferencia entre dos terminos: 
(h2-ho)IAx, que se aproxima a ah/ax en el punto 
e; y (ho- h1)/ Ax, que se a proxima a ah/ax en el 
punto d. 
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El numerador representa la diferencia 

( ah ) ( ah ) . a;- c - a;- / 
es decir, se aproxima al cambio ah/ax entre los 
puntos d y e. Por lo tanto, si se divide por dx, el 
intervalo entre los puntos d y e tendriamos una 
aproximaci6n a 

Su respuesta en Ia Secci6n 4 es incorrecta. 
La coordenada de un punto, en espacio y tiempo, 
se encuentra multiplicando el mlmero de nodos 
entre el origen y el punto en cuesti6n a lo largo 
de los ejes apropiados, por la distancia nodal a lo 

Su respuesta en Ia Secci6n 15, 

es incorrecta. La expresi6n aproximada que ob­
tuvimos para a2hlax2 fue 

h1 +h2-2ho 

(dx)2 

6, debido a que consideramos dx = a, tendremos 

a ( :~ J. _____ , 
ax 

es decir, a2h!ax2 en el pun to medio,O, del intervalo 
entre d y e. En la respuesta que usted eligi6, la 
cantidad 

dX dX 

se divide por 2dx, en vez de dx. 
Regrese ala Secci6n 12 y elija otra respuesta. 

largo de ese eje x. Por lo tanto, la coordenada x 
de un nodo i, J: n es x = i· a debido a que hay i 
nodos a lo largo del eje x desde el origen a i, j y la 
distancia nodal es a. El mismo procedimiento 
puede aplicarse a lo largo de los ejes y y t, te­
niendo presente que la distancia nodal a lo largo 
del eje y es a, mientras que a lo largo del eje del 
tiempo es dt. 

Regrese a la Secci6n 4 y elija otra respuesta. 

La expresi6n ofrecida en la Secci6n 15 para 
a2hlay2 fue 

6 nuevamente, debido a que consideramos 
dy = a, tendremos 

La suma algebraica de estas dos expresiones nos 
proporciona una aproximaci6n para 

a2h a2h 
--+--· 
ax2 ay2 

Regrese ala Secci6n 15 y elija otra respuesta. 



PARTE VII. METODOS DE DIFERENCIAS FINITAS 129 

Su respuesta en Ia Secci6n 16, 

es correcta. Para resolver la misma, usando una 
tecnica de iteraci6n reformulamos la ecuaci6n 
de la siguiente manera 

y dividimos el plano x, y en una red como 
muestra la figura, donde la interseciones 
representan los nodos en los cuales com­
putaremos los valores de h. En la forma como se 
escribi6, se puede observar claramente que 
nuestra ecuaci6n dice en realidad que la carga 
en cada nodo debe ser el promedio de las cargas 
de los 4 nodos adyacentes. Empezamos introdu­
ciendo valores conocidos de carga a lo largo de 
los lfmites de la red- es decir, aplicando las con­
diciones lfmites. Entonces, insertamos valores 
asumidos de h en los nodos interiores. Estos 

11 

j + 11--__._.........,_..._ 

J 1-----+---.--~ 

1- 11-----+---.--+ 
-~-

....,.... 

3 

2 

1 

{ 

1 2 3 ' 

valores iniciales de h pueden ser cualesquier, 
aunque se puede ahorrar tiempo y esfuerzo si 
elegimos valores que se aproximen a la 
distribuci6n final de carga. Nos movemos a 
traves de la red, en cualquier orden o direcci6n y 
en cada nodo interno reemplazamos el valor de 
carga, por el promedio de los val ores de carga de 
los cuatro nodos adyacentes. En cada nodo 
observamos no solamente el nuevo valor de h, 
sino tambien el cambio de h, de su valor inicial, 
que resulta del calculo. Cuando hemos com­
pletado el recorrido de la red, empezamos de 
nuevo, reemplazando el valor de h por el pro­
medio de las cargas de los cuatro nodos 
adyacentes y observamos el cambio que esto 
ocasiona en h. Despues de repetirlo varias veces, 
descubrimos que el cambio de h causado por 
cada nuevo calculo pasa a ser muy pequefi.o- en 
otras palabras, que el valor de la carga en cada 
punto ya es practicamente igual al promedio de 
los valores en los 4 puntos vecinos, asf al 
reemplazar este promedio en h, el cambio adi­
cional es pequefi.o o no existe. Aquf, entonces, la 
distribuci6n de carga representa una soluci6n 
aproximada a nuestra ecuaci6n de diferencias y 
por lo tanto, a la ecuaci6n diferencial simulada 
por la anterior. 

El proceso asf descrito, como se observ6 
anteriormente, es un ejemplo de la tecnica de 
relajamiento. En general, debido a que la carga 
en cada nodose utiliza para calcular la carga de 
los cuatro nodos vecinos, varios recorridos com­
pletos de la red podrfan ser necesarios antes que 
los cambios en carga suficientemente pequefi.os 
en toda la red. Este metodo puede ser usado en 
calculos manuales; tambien se adapta a la 
soluci6n por computadoras digitales. 
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PREGUNTA 

l Cual de las siguientes expresiones escogeria como una descripci6n abreviada del metodo de calculo 
descrito anteriormente? 

hi,j (Nuevo Valor)=__!_ (hi- 1,j + hi+ I.j+ hi,j- 1 + hi,j+ 1) (Val ores Previos) 
4 

Pase a Ia Seccion 

Ri,j= hi,3(Nuevo Valor)- hi,3(Valores Previos) 
Continue el calculo hasta que I Ri,j I ::::::0 para todos los .puntos en la red. 17 

hi,j (Nuevo Valor)=_!_ (hi-l,j+hi+1,j+hi,j- 1 +hi,j+ 1) (Valores Previos) 
4 

Ri,j = hi,j (Nuevo Valor) 
Continue el calculo hasta que I Ri,j I :::::: 0 para todos los puntos en la red. 21 

hi,j (Nuevo Valor)=_!_ (hi+1,j -hi- u +hi,j+1 -hi,j- 1) (Valores Previos) 
4 

R · ·= hi,j (Nuevo Valor) +hi,j (Valores Previos) 
t ,J 

2 

Continue el calculo hasta que I Ri,j I :::::: 0 para todos los puntos en la red. 6 

2600 Su respuesta en la Seccion l, 

Pozos de 
( ~) ~ h,-h, ' 

Observaci6n ax d 2~x 

/ ~ 
es incorrecta. Esta respuesta deberia ser una 

Superficie aproxi.maci6n razonable de la derivada en el 
potencio- punto 0, en el centro del ordenamiento, porque ~....-' metrica 

presenta la raz6n de cambio en h, .hz- h11 al ca~-
bio correspondiente en distancia, 2~x, sobre un 
intervalo el cual se centra en 0. Sin embargo, se 
podria mejorar para la derivada en el punto d, 
equidistante del pozo 1 y del pozo 0. El cambio 
en h sobre un intervalo centrado en d es 
simplemente ho- h11 y el intervalo correspon-

z diente de distancia es s6lo ~. 
1 d 0 e 2 Regrese a la Secci6n 1 y elija otra respuesta. 
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Su respuesta en Ia Seccion 12, 

a2h h2-h1 __ :::::: ___ , 
2.dx 

es incorrecta. h2- h1 presenta el cambio en h en­
tre los puntos 1 y 2, y 2.dx presenta la distancia 
entre esos puntos. Entonces, el termino 
(h2- ht)/2.dx es una aproximaci6n a la prim era 
derivada, ah/ax, en el punto medio del intervalo 
de distancia-es decir, en el punto 0. La pregun­
ta, sin embargo, requiere un termino de aproxi­
maci6n a la segunda derivada, a2h/ax2, en este 
punto. La segunda derivada es en realidad la 
derivada de la prim era derivada; es decir, 

Para obtener una expresi6n diferencial finita 
para este termino, debemos considerar el cam­
bio en la primera derivada, ah/ax, entre dos pun­
tos y se deben dividir estos cambios en ah/ax por 
la distancia que separa estos dos puntos. Hemos 
visto que ah/ax en el punto d, equidistante de los 
pozos 1 y 0, puede ser aproximada por la ex­
presi6n (ho- h1)/ .dx; y que ah/ax en el pun to e, 
equidistante de los pozos 0 y 2 puede ser aproxi-

Su respuesta en Ia Seccion 15, 

a2h a2h h1+h2+h3+h4 
--+--:=::--------
ax2 ay2 a2 

es incorrecta. El termino, - 2ho, aparece en el 
numerador de ambas expresiones de aproxima­
ci6n-tanto para a2h/ax2 como para a2h/ay2

• 

Cuando sumamos estas dos expresiones para 

Pozos de 
Observaci6n 

Superficie 
.,: potencio-

1----,--- - .,....j "~"""""'"""'~-r--' metrica 

1 d 0 e 2 
f---- .:lX ---+j 

mado por el termino (h2- ho)l .dx. Los puntos dye 
son separados entre ellos por una distancia .dx, y 
el punto 0 es el punto medio de este intervalo. Si 
sustraemos nuestra expresi6n de aproximaci6n 
para ah/ax en d, de aquella para ah/ax en e y 
dividimos el resultado por el intervalo entre d y 
e, .dx, debemos obtener una expresi6n para 
a2h/ax2 en el punto 0. 

Regrese a la Secci6n 12 y elija otra respuesta. 

obtener la aproximaci6n para 
(a2h/ax2)+(a2h/ay2), estos terminos en ho no se 
suprimen. 

Regrese a la Secci6n 15 y elija otra respuesta. 



132 TECNfCAS DE INVESTIGACIONES DE RECURSOS 

Tecnicas de Soluci6n por Diferencias Finitas 
de Ia Ecuaci6n de Flujo de 

Aguas Subterraneas 

Ciertas tecnicas de soluciones numericas que 
se usan comunmente para modelar las aguas 
subterraneas son descritas en el siguiente 
analisis. No se intenta considerar t6picos tales 
como estabilidad o rapidez de convergencia en 
terminos te6ricos; el lector debe referirse al 
trabajo de Peaceman y Rachford (1955) para el 
estudio de estas materias. Tampoco se intenta 
presentar los detalles de los procedimientos del 
programa. El trabajo de Prickett y Lonquist 
(1971) analiza algunos programas tipicos y tam­
bien proporciona un excelente sumario de los 
fundamentos matematicos e hidrol6gicos de 
modelaci6n digital; el trabajo de Trescott (1973) 
describe un programa versatil para la 
simulaci6n de areas de un acuffero. El analisis 
presentado aquf se limita a la descipci6n de 
algunas de las tecnicas comunes de aproxima­
ci6n y calculo. 

En la Secci6n 10 de la Parte VII,introducimos 
dos metodos de aproximaci6n a la derivada de 
tiempo con la simulaci6n en diferencis finitas de 
la ecuaci6n de aguas subterraneas. Uno de ellos 
fue denominado aproximaci6n "forward dif­
ference" y la otra aproximaci6n "backward dif­
ference". La figura A muestra un grafico de 
carga versus tiempo, el cual usaremos para 
repasar estas aproximaciones. El eje de tiempo 
esta dividido· en intervalos de longitud lit. La 
carga al final del intervalo n se denomina hn; 
siendo el intervalo inmediatamente anterior hn-1; 
y el intervalo inmediatamente posterior hn+l· 
Deseamos aproximar ah/at al final del intervalo 
n, es decir, cuando el tiempo es nlit. Si 
utilizamos la diferencia de carga para el inter­
valo posterior, empleamos la aproximaci6n "for-

. ward difference" a la derivada del tiempo; si 
utilizamos la diferencia de carga para el inter­
valo anterior utilizamos la aproximaci6n 

"backward difference". La aproximaci6n "for­
ward difference" se obtiene por 

(~) :::::: hn+l-hn , (1) 
at nAt lit 

donde (ah/at)nAt representa la derivada para un 
tiempo nlit. La aproximaci6n ''backward dif­
ference" se obtiene por 

Carga 

h,.+l 

Backward 
difference: 

Figura A 

(
oh)= h,.-h,._l 
0 t At 

nAt 

Forward 
difference: 

(2) 

(
oh)= k,+l-k,. 
ot At 

nAt 

h"~~ =--=--==-=-.:-..::::.-..=-----
' I 
I 
I 

---'---+--' -~--+---~ Tiempo 
I I I 

i-At-l-At--4 
: I I 

n-1 n n+l 
Tiempo = 

nAt 
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Simulaci6n "Forward Difference": Soluci6n Explicita 

La ecuaci6n de flujo de aguas subterraneas, 
asf como se expresa en la Parte V para flujo 
bidimensional, es 

a2h a2h s ah 
--+--=---- ' (3) 
ax2 ay2 T at 

donde S representa el coeficiente de almacena­
miento y T la transmisibilidad. Para simular 
esta ecuaci6n utilizando la formulaci6n "forward 
difference" o la formulaci6n ''backward dif­
ference:' primero, se escribe una expresi6n de 
aproximaci6n para el termino 

a2h a2h 
--+--
ax2 ay2 

donde a es el espaciamiento nodal, S el coefi­
ciente de almacenamiento y T la trans­
misibilidad. Deseamos saber el nuevo valor de la 
carga en el tiempo (n+ 1)At para el punto i, j. La 
figura B muestra un diagrama del patr6n com­
putacional de esta simulaci6n; la carga en el 
nodo i, J. a un tiempo (n+ 1)At depende de la 
carga en los cinco nodos ordenados para el tiem­
po anterior nAt. Los cinco valores de h para un 
tiempo nAt son todos conocidos. N ecesitamos 
unicamente reorganizar la ecuaci6n, resolverla 
para h i,j,n + 1, e introducir los val ores conocidos de 
h i-l ,j,m h i + l .j .m h i,j - l,n' h i,j+ l, n, Y h i,j,n · No es 
necesario usar ecuaciones simultaneas; la carga 

Figura B 

, h._.;.,.+ 1 Tiempo = 

(n+ l)At 

para un tiempo nAt-es decir, en el pun to n 
sobre el eje de tiempo en la figura A. Entonces, 
la simulaci6n "forward difference" se 
caracteriza por el hecho que nos aproximamos a 
ah/at sobre un intervalo de tiempo, el cual 
sucede al tiempo en el cual nos aproximamos a 
(a2h/ax2) + (a2h/ay2), mientras que la simulaci6n 
"backward difference" se caracteriza por el 
hecho que se aproxima a ah/at en un intervalo de 
tiempo que antecede al tiempo en el cual nos 
aproximamos a (a2h!ax2) + (a2hlay2). En la 
pregunta de la Secci6n 10, Parte VII, obtuvimos 
la simulaci6n "forward difference" a la ecuaci6n 
3 en la siguiente forma: 

(4) 

de cada nodo se computa explfcitamente, 
utilizando la carga de ese nodo y de los cuatro 
nodos vecinos en el tiempo anterior. La secuen­
cia en la cual nos desplazamos en el plano x, y, 
calculando nuevos valores de carga no es de im­
portancia. La soluci6n en un punto no requiere 
informacion de los puntos adyacentes para el 
mismo tiempo-solamente para el tiempo 
anterior. Por todas estas razones, la tecnica 
"forward difference" es, en sentido computa­
cional, mas simple que la tecnica "backward dif­
ference". 

Sin embargo, como se indic6 antes, el metodo 
"forward difference" tiene una desventaja seria. 
Al menos que la relaci6n Atla2 se mantenga sufi­
cientemente pequeiia, los errores, que aumen­
tan en magnitud en cada paso del calculo, 
pueden aparecer en el resultado. Para ser mas 
explfcitos supongamos que por una u otra raz6n, 
un error aparece para un nodo en un tiempo par­
ticular; al menos que la porporci6n Atla2 sea 
muy pequeiia, este error aumentara en 
magnitud en cada paso sucesivo de tiempo en el 
calculo basta que el error eventualmente domine 
la soluci6n. El termino "error" se utiliza aquf, 
como la diferencia entre la carga en el nodo i, j 
cuando el tiempo es nAt, y el valor actual de la 
carga- es decir, el valor obtenido por la soluci6n 
exacta a la ecuaci6n diferencial en ese punto y 
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en ese tiempo. Tales errores son inevitables en 
la aplicaci6n normal de los metodos de diferen­
cias finitas. Generalmente, aparecen por toda la 
red en los primeros pasos del caJculo. Si la 
restricci6n sobre fl.t!a2 se satisface, estos errores 
desapareceran conforme la computaci6n en se-

cuencia continua; entonces, se dice que la soluci6n 
es estable. Si la restricci6n no se satisface, los 
errores aumentaran sucesivamente para cada 
paso de tiempo y eventualmente invalidaran 
todo significado que la soluci6n pudiera tener: 
en este caso se dice que la soluci6n es inestable. 

Simulaci6n "Backward Difference": Soluci6n por lteraci6n 

Debido a esta limitaci6n en la aproximaci6n 
"forward difference", se pone atenci6n a la 
variedad de metodos alternativos. Uno de estos 
es la simulaci6n de la ecuaci6n diferencial 3, 

utilizando la aproximaci6n "backward dif­
ference" a la derivada del tiempo, tal como se 
presenta en la ecuaci6n 2. La ecuaci6n de 
diferencias finitas resultante es 

h i -l,j ,n + Jii+ l,j,n + hi,j-l ,n + hi,j+ l,n - 4hi,j,n S h i ,j ,n- h i ,j ,n - 1 (5) 

La figura C muestra un diagrama del patron 
computacional de la ecuaci6n 5. La derivada del 
tiempo es simulada sobre un intervalo, el cual 
precede al tiempo en el cual (a 2h/ax2

) + (a 2h/ay2
) 

se simula. La ecuaci6n incorpora cinco valores 
desconocidos de carga que corresponden al tiem­
po nfl.t y un solo valor de carga conocido, corres­
pondiente al tiempo (n-l)fl.t. Es evidente que no 
podemos obtener una soluci6n explfcita para una 
ecuaci6n como lo es la ecuaci6n 5, de la misma 
manera que lo podrfamos hacer para la ecuaci6n 
4. Podemos, sin embargo, escribir una ecuaci6n 
similar a la ecuaci6n 5 para cada nodo en el 
plano x, y; por lo tanto debido a que hay un solo 

Figura C 

Tiempo = 

(n -l)~t 

T fl.t 

valor desconocido de carga (para el tiempo 
t = nfl.t) en cada nodo del plano, tendremos un 
sistema en el cual el numero total de ecuaciones 
sera igual al numero de incognitas. Por lo tanto, 
sera posible resolver el sistema de ecuaciones 
simultaneas y obtener los nuevos valores de h i,j,n 

en cada nodo. La unica desventaja de esta 
aproximaci6n es la gran cantidad de trabajo que 
se pudiera requerir para resolver el sistema de 
ecuaciones simultaneas. Por otra parte, la ven­
taja radica en que es una tecnica estable que no 
toma en cuenta el tamaflo dellapso de tiempo; es 
decir, que los errores tienden a disminuir en vez 
de aumentar conforme la computaci6n prosigue, 
sin relaci6n al tamaflo de fl.t en comparaci6n con 
a2. 

El esfuerzo requerido para utilizar la tecnica 
"backward difference" depende de las dimen­
siones del problema- es decir, del numero de 
ecuaciones en el conjunto simultaneo. Si el 
numero llega a ser muy grande, como en la 
mayorfa de los casos en aguas subterraneas, 
este esfuerzo se torna muy grande, sobre todo 
cuando se usan metodos directos normales para 
resolver ecuaciones simultaneas. Por esta raz6n, 
vale la pena, buscar metodos eficientes para 
resolver estos conjuntos de ecuaciones. Ocurre 
que iteraci6n y relajamiento- procesos descritos 
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en la Secci6n 25 de la Parte VII, en conexi6n con 
la soluci6n de la ecuaci6n de estado per­
manente- nos proporcionan una aproximaci6n 
razonablemente eficiente. 

La ecuaci6n que estamos tratando de resolver 
por iteraci6n en la Secci6n 25 de la Parte VII 
reformulada aqui, utilizando los indices i,j en la 
notaci6n, es 

Esta ecuaci6n expresa que la carga en el nodo i, 
j deberia ser el promedio de las cargas de los 
cuatro nodos vecinos. No se incluyen indices de 
tiempo, debido a que estamos tratando una 
situaci6n de estado permanente. Nuestro 

metodo es simplemente desplazarnos en el 
plano, x, y y reemplazar la carga de cada nodo 
por el promedio de las cargas en los cuatro 
nodos vecinos. E ste proceso continua hasta que 
los cam bios de carga sean insignificantes- es 
decir, hasta que la carga en cada nodo per­
manezca inalterada despues · de cada recorrido 
en el plano, indicando que la ecuaci6n 6 se 
satisface en todo el plano. 

Al aplicar la iteraci6n en nuestro problema de 
no-equilibrio, el prop6sito es ejecutar una serie 
similar de recorridos en el plano x, y para cada 
lapso de tiempo, utilizando la ecuaci6n 5 en vez 
de la ecuaci6n 6 como la base para el calculo en 
cada nodo. Por lo tanto, para computar las 
cargas para el tiempo n~t reordenamos la 
ecuaci6n 5 como sigue: 

h· = ( 1 ) { t,J,n 

4 s 
--+--

h i -l,j,n +hi+1,j,n+hi,j-l ,n+hi,)+1,n S z, l a2 +r;::~-i,J, n-1 • 
(7) 

a2 T~t 

Podemos imaginarnos un plano x, y para un 
tiempo n~t, conteniendo inicialmente valores 
especificos de h i,J,n en algunos nodos, correspon­
dientes a las condiciones limites, y valores de 
prueba de h i,J,n para los nodos restantes. 
Escribimos una ecuaci6n en la forma de la 
ecuaci6n 7 para cada nodo no controlado por una 
condici6n limite y escribimos las ecuaciones ex­
presando las condiciones lfmites para los nodos a 
los cuales dichas condiciones se aplican. En la 
ecuaci6n 7, el valor de h i,J,n se expresa en ter­
minos de carga de los cuatro nodos vecinos al 
mismo tiempo y la carga del mismo nodo para el 
tiempo anterior. Al resolver el conjunto de ecua­
ciones para los valores de h i,J,n' los valores de 
h i,J,n - 1 en realidad constituyen terminos con­
stantes o conocidos, calculados en el paso 
anterior de la operaci6n. Asi que la ecuaci6n 7 
relaciona la carga de cada nodo a la carga de los 
cuatro nodos vecirios,en terminos de un conjunto 
de constantes o de cantidades conocidas. Esta 
ecuaci6n es un poco mas dificultosa que la 
ecuaci6n 6 en la cual en vez de multiplicar la 
suma de las cargas de los nodos vecinos por 1/4, 
debemos multiplicar por el termino 

1 

( i_+~).a2 

a2 T~t 

y agregar el termino conocido 

s 
T~t 

----· h i,j,n-1 

4 s 
-+--
a2 T~t 

en ellado derecho. Sin embargo, estos cambios 
no hacen diffcil la soluci6n de la ecuaci6n. Aun 
podemos, utilizar el proceso de iteraci6n; es 
decir, podemos desplazarnos por el plano x, y, 
reemplazando cada valor original de ensayo de 
hi,J,n por un nuevo valor, calculado por los 4 
valores vecinos en la ecuaci6n 7. En cada nodo, 
anotamos la diferencia entre el nuevo valor h i,J,n 

calculado y el valor inicial de ensayo. Si la 
diferencia entre estos valores es insignificante 
en cada nodo, podemos concluir que los val ores 
iniciales satisfacen la ecuaci6n 7 y no serfa 
necesario continuar con la computaci6n de 
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nuevos val ores. Sin embargo, por lo general, se 
observara un cambio mensurable en el valor de h 
en cada nodo, indicando que los valores iniciales 
no satisfacen la ecuaci6n 7 y que el proceso de 
iteraci6n esta produciendo un ajuste hacia 
nuevos valores que satisfaceran la 
ecuaci6n. En este caso, recorremos nuevamente 
el plano x, y repitiendo el proc·edimiento; cada 
valor de hi,j,n calculado en el primer paso (o 
iteraci6n) se reemplaza por un nuevo valor 
calculado de las cargas de los cuatro nodos 
vecinos por la ecuaci6n 7. N uevamente, se 
registra la 'diferencia entre el valor nuevo y el 
valor anterior de cada nodo. Se realiza una 
prueba para comprobar si esta diferencia es lo 
suficientemente pequefia para indicar que el 
nuevo orden de los valores de carga satisface 
con aproximaci6n a la ecuaci6n 7. Se continua el 
proceso hasta que la diferencia entre los nuevos 
valores computados y los valores precedentes 
sea insignificante en toda la red y esto indicaria 
que la ecuaci6n 7 se satisface en todos los pun­
tos. 

La tecnica descrita anteriormente es a 
menudo referida como el metodo de Gauss­
Seidel: es basicamente el mismo procedimiento 
aplicado al problema de estado permanente en la 
Secci6n 25 de la Parte VII. Es un ejemplo de la 
tecnica de relajamiento que es un metodo de 
computaci6n en el cual las diferencias entre los 
dos lados de una ecuaci6n son sucesivamente 
reducidas por adjustes numericos, hasta que 
eventualmente la ecuaci6n se satisface. Existe 
una variedad de tecnicas de relajamiento en uso, 
que difieren entre ellas en el orden o secuencia 
en la cual el plano x, y se recorre durante el 
calculo y en otros aspectos. 

Se ha descubierto que el numero de calculos 
requeridos para resolver el conjunto de ecua-

ciones en diferencias finitas frecuentemente 
puede ser reducido con la inclusion de ciertos 
terminos "artificiales". E stos terminos 
generalmente toman la forma 

~(h ·. m+1- h· . m) t,J,n t,J,n • 

Los indices sobrescritos m y m + 1 indican 
niveles de iteraci6n; es decir, hi,j,nm representa el 
valor de hi,j,n despues de m recorridos en el plano 
x, y en el proceso de iteraci6n y hi,j,nm+ 1 represen­
ta el valor de hi,j,n obtenido en el siguiente 
calculo, despues de m + · 1 recorridos. ~' 
denominado como un "parametro de iteraci6n"; 
es un coeficiente,que,ya sea en base a experien­
cia practica o a analisis te6rico, ha mostrado pro­
porcionar soluciones mas rapidamente a medida 
que el proceso de iteraci6n se aproxima a su ob­
jetivo para cada lapso de tiempo, la diferencia 
entre el valor de hi,j,n obtenida en una iteraci6n y 
la obtenida en la siguiente llega a ser in­
significante- es decir, que el termino 
( h · . m+ 1- h · . m) se aproxima a cero asi que la un un ' 
ecuaci6n diferencial aparece esencialmente en 
su forma original, sin el parametro de iteraci6n; 
la soluci6n asi obtenida se aplica a la ecuaci6n 
original. En algunos casos, ~ produce una se­
cuencia de valores diferentes . en iteraciones 
sucesivas, en vez de un valor constante unico. 
N uevamente, la secuencia particular de estos 
valores se escoge,ya sea por analisis te6rico o en 
base a experiencias,de tal forma que se produzca 
la soluci6n mas rapida. Cuando un parametro de 
iteraci6n o secuencia de los parametros de 
iteraci6n es utilizada, el proceso de relajamiento 
se denomina "sobrerelajamiento sucesivo" y es 
frecuentemente designado por las iniciales SOR. 
Forsythe y Wasow (1960) y otros presentan 
discusiones y analisis de esta tecnica. 

Procedimiento de Direcci6n Alterna lmplicita 

El trabajo requerido para obtener una 
soluci6n por tecnicas de relajamiento es fre­
cuentemente tedioso, particularmente para pro­
blemas de grandes dimensiones. Por esta raz6n, 
se ha hecho un gran esfu~rzo para desarrollar 
aproximaciones alternas. Peaceman y Rachford 

(1955) propusieron una tecnica de computaci6n 
que ha sido utilizada ampliamente y en una 
variedad de formas. El nombre "direcci6n alter­
na" ha sido aplicado al procedimiento general de 
calculo propuesto. 

Para simplificar el analisis de sus tecnicas in-
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troduciremos nuevas notaciones. Vimos en las 
Secciones 12 y 15 de la Parte VII que una apro­
ximaci6n a a2h/ax2 se da por el termino 

o utilizando los indices 

h 1 + h' 1 ' - 2h ' t- ,J t + ,J t,~ 

En el analisis que sigue, dejaremos que el 
simbolo flxxh represente esta aproximaci6n a 
a2h/ax2. Es decir, decimos que 

Ademas, utilizaremos un indice para indicar el 
tiempo en el cual se considera la aproximaci6n. 
Por ejemplo, (flxxh)n indicara una aproximaci6n a 
la segunda derivada para un tiempo nflt, o 
especificamente 

(flxxh)n = hi-1,j,n +hi+ 1,j,n - 2hi,j,n (9) 

(flx)l 

(flxxh)n_1 representara una aproximacwn a la 
segunda derivada para un tiempo (n-1)flt, y asi 
sucesivamente. lgualmente, usaremos la 
notaci6n flyyh para representar nuestra aproxi­
maci6n a a2h/ay2; es decir, 

y nuevamente, (flyyh)" representara nuestra 
aproximaci6n a a2h/ay2 para un tiempo nflt, 0 

sea, 

( i\ h) h" 1 + h' ' - 2h ' ' ,'-4yy " = t,J - ,n t,J+ 1,n t,J,n (11) 
(fly)2 

y asi sucesivamente. 
U san do esta notaci6n nuestra aproximaci6n 

"forward difference" a la ecuaci6n 

a2h a2h s ah 
--+--=---- (3) 
ax2 ay2 T at 

como fue expresada en la ecuaci6n 4, se 
reordenara como 

(12) 

En esta formulaci6n, a2h/ax2 y a2h/ay2 se simulan 
al principio del intervalo de tiempo sobre el cual 
ah/at es simulada. 

Nuevamente utilizando la notaci6n in­
troducida anteriormente, nuestra aproximaci6n 
"backward difference" a la ecuaci6n 3 como se 
expresa en la ecuaci6n 5, sera reordenada como 

En esta formulaci6n, a2hlax2 y a2hlay2 se 
simulan para el tiempo nflt, mientras que ahlat 
se simula sobre el intervalo de tiempo entre 
(n-1)At y nflt; por lo tanto, ambos a2hlax2 y 
a2hlay2 se aproximan al final del intervalo de 
tiempo por el cual ahlat es aproximado. 

Como fue originalmente propuesta, la tecnica 
de Peaceman y Rachford se denomina 
generalmente como el procedimiento de direc­
ci6n alterna implfcita. En esta forma la 
simulaci6n utiliza dos ecuaciones aplicables 
sobre dos intervalos de tiempos sucesivos. En la 
primera ecuaci6n, a2hlax2 se simula al principio 
del intervalo de tiempo y a2hlay2 al final de ese 
intervalo; ahJat se simula utilizando el cambio en 
carga ocurrido sobre el intervalo. La segunda 
ecuaci6n se aplica sobre el intervalo siguiente­
inmediato. Aqui el orden es intercam· 
biado-a2hlay2 es simulado al principio del inter­
valo de tiempo, a2hlax2 es simulado al final y otra 
vez ahJ at es simulado utilizando la diferencia de 
carga obtenida sobre el intervalo. 

Utilizando esta notaci6n introducida 
anteriormente, esta simulaci6n puede ser 
representada por el siguiente par de ecuaciones: 

Para el primer intervalo de tiempo, a2hlax2 se 
simula a (n-1)flt; a2h/ay2 es simulada a nAt; y 
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ah/at es simulada por el cambio en hiJ entre 
(n-l).:lt y n.dt. Para el segundo intervalo de tiem­
po a2h/ah2 es simulada por n.dt; a2h/ax2 es 
simulada por (n+ l)~t; y ah/at es simulada por 
el cambio en hi,J, entre n.dt y ( n + 1 ).:lt. 

La Figura D ilustra la forma de esta 
simulacion. Se debe recordar de la Seccion 3 que 
lineas paralelas al eje de las x en la red diferen­
cial finita se denominan filas y que las lineas 
paralelas al eje de las y se denominan columnas. 
Como se muestra en la Figura D, 3 valores de h 
se toman sobre la fila} para un tiempo (n-l).:lt 
para simular a2hlax2, mientras que para el tiem­
po n.dt se toman tres valores de halo largo de la 
columna i para simular a2hlay2. La derivada del 
tiempo se simula utilizando la diferencia entre el 
valor central h en estos dos tiempos. Para el in­
tervalo de tiempo sucesivo, los tres valores de h 
a lo largo de la columna i se consideran primero 
para simular a2hlay2 para el tiempo n.dt; ~ien­
tras que para el tiempo (n+ l).:lt, se toman los 
tres valores de h a lo largo de la fila} para 
simular a2hlax2. Nuevamente la derivada del 
tiempo se simula utilizando la diferencia entre 
los valores centrales de h. 

Las tecnicas "forward difference" y 
"backward difference" se caracterizan por su 
simetria en su simulacion de la expresion 
(a2hlax2

) + ((J2h/ay2
). Ambos terminos de esta ex­

presion se simulan, al mismo tiempo, utilizando 
un ordenamiento de cinco nodos centrados 
alrededor de un yalor de carga, hi,J,n· Sin em­
bargo, la simulacion ahJat,en esta formulacion es 
asimetrica; es decir, no esta centrada en tiempo 
en torno a hi,J,n pero se extiende hacia atras y 
bacia adelante del tiempo n.dt. Sin embargo, en 
cualquiera de los dos casos, si permitimos que .dt 
sea muy pequefio, los efectos de esta asimetria 
desaparecep; la aproximacion entonces se acer­
ca mas y mas al valor de ah/ at para el tiempo 
n.dt. En el procedimiento de direccion alterna 
implicita, por contraste, a2hlax2 y a2hlay2 no se 
simulan al mismo tiempo, en este sentido la 
simulacion de (a2hlax2

) + (a2h/ay2
) no puede ser 

definida como simetrica. Es nuevamente muy 
util,imaginarse que pasaria si .:lt llega a ser muy 
pequefia de manera que los tiempos (n-l).:lt y 
n.dt, en los cuales las simulaciones individuales 
ocurren, se acercan mas y mas. ~n este caso, 
(~xh)n_ 1,deberfa empezar a aproximarse al valor 
de a,2h/ax2 para (n-lf2).:lt, mientras que (~)n 
deberia empezar a aproximarse al valor a2h/ay2 

para (n- 1h).:lt. De esta forma, entonces, la ex­
presion 

(~xh)n-l +(ilyyh)n 

puede considerarse una aproximacion a 

a2h a2h 
--+--
ax2 ay2 

para un tiempo ( n- 112 ).:lt. La simulacion de ahJ at 
es simetrica con respecto a este tiempo debido a 

Figura D 

Tiempo== 
(n + l)~t 

Tiempo== 
n~t 

Tiempo== 
(n-l)at 
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que utiliza la diferencia de carga hn- hn_ 1 • Por 
eso aun si cierta simetrfa existe en la expresion 
por la cual (a2hlax2

) + (a 2hlay2
) se aproxima a ~a 

tecnica de direccion alterna, se puede argumen­
tar que existe una simetrfa con respecto al tiem­
po en la simulacion de a hi at. Aun mas, podemos 
suponer intuitivamente que si se genera un 
error por el hecho que simulamos a2h/ax2 antes 
de a2hlay2 durante un intervalo de tiempo, cierto 
tipo de error de compensacion se generarfa 
durante el siguiente intervalo de tiempo, cuando 
simulamos a2h/ay2 antes de a2h/ax2 y en efecto 
ocurre que esta alteracion en el orden de 
simulacion es esencial para la estabilidad del 
metodo. Si el orden de simulacion se invierte, en 
esta forma, entonces no importa cual fuese el 
tamaflo del paso de tiempo, el calculo no sera 
afectado por errores que aumentaran para cada 
paso en los calculos. Otra condicion de 
estabilidad es que los intervalos de tiempo 
representados en los dos pasos de la simulacion 
(ecuaciones 14 y 15) deben ser iguales. La 
longitud del intervalo de tiempo puede diferir de 
un par de pasos de tiempo al siguiente, pero den­
tro de un mismo par, como se usa en las ecua­
ciones 14 y 15 los dos valores de At deberan ser 
los mismos. Finalmente, el numero total de 
pasos de tiempo debe ser par; a2hlay2 debe ser 
simulada antes de a2hlax2 tantas veces como 
a2h/ax2 es simulada antes de a2h/ay2

• 

Si las ecuaciones 14 y 15 se escriben utilizando 
las notaciones anteriores, tenemos: 

hi -1,J~n- 1 +hi+ 1,j,n-1- 2hi,j,n-1 

(Ax)2 

h· · 1 + h· · 1 - 2h· · S hi,J·,n- hi,J·,n-1 + t,J- ,n t,J+ ,n t,J,n 
(Ay)2 T At 

y (16) 

hi-l,j,n+ 1 +hi+ l ,j ,n + 1 - 2hi,j,n+ 1 

(Ax)2 

h . +h . l -2h. + t,J- l ,n t,J+ ,n t,J,n 
(Ay)2 

S hi,j,n+ 1- hi,j,n . 
T At 

(17) 

La ecuacion 16 incluye tres valores de carga a 
lo largo de Ia fila j para un tiempo ( n- 1 )At y tres 

Figura E 
Tiempo = 
n~t 

valores de carga a lo largo de la columna i para 
un tiempo nAt. Asumimos que los valores de 
carga para el tiempo inicial, (n-1)At, han sido 
calculados para todo el plano x, y y que nos in­
teresa el calculo de los valores de carga para el 
tiempo nAt. La ecuacion 16 contiene entonces 
tres valores conocidos de carga para el tiempo 
(n-1)At y tres valores de carga desconocidos, 
para el tiempo nAt. Debido a que tenemos tres 
incognitas en una ecuacion, necesitaremos 
utilizar ecuaciones simultaneas. En este caso,las 
tres incognitas se presentan a lo largo de una 
sola columna y considerando otras ecuaciones la 
cuales se aplican a lo largo de esta columna, 
podemos desarrollar un metodo conveniente de 
solucion. 

Supongamos que existen m nodos a lo largo de 
la columna i y que la carga se especifica en los 
dos nodos finales por las condiciones lfmites, 
pero que se deben determinar las cargas de los 
nodos internos. El primer nodo se identifica con 
el fndicej = 1 (asumimos que el eje x dondej = 0, 
se ubica fuera del area del problema); el nodo 
final se identifica por el in dice j = m. Por lo tan­
to, hi,l,n y hi,m,n se especifican por las condiciones 
lfmites, mientras que hi,z,n hasta hi,m-l,n deben ser 
calculadas. 

Podemos escribir una ecuacion de la forma de 
la ecuacion 16 para cada nodo interior a lo largo 
de la columna i. AI introducir la ecuacion para 
cada nodo, utilizamos tres valores conocidos de 
la carga del "plano de tiempo" (n-1)At; estos 
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valores conocidos caen sobre una banda de tres 
columnas, como se muestra en la Figura E. 
Cada ecuaci6n incorpora tambien tres valores de 
carga para el nuevo tiempo nlit, todos sobre la 
columna i. AI establecer una ecuaci6n de la for­
ma de la ecuaci6n 16 para cada nodo interno a lo 
largo de la columna, tendremos un sistema de 
m- 2 ecuaciones ·en m- 2 inc6gnitas las cuales 
pueden resolverse simultaneamente. La 
soluci6n de este grupo de ecuaciones se realiza 
independientemente a las soluciones de las co­
lumnas adyacentes en la red. Por eso, en vez de 
tratar con un grupo de, digamos, 2,500 ecua­
ciones simultaneas en una red de 50 por 50 
ordenamientos, podem9s en cambio tratar 

separadamente grupos de solamente 50 ecua­
ciones. Cada uno de estos grupos corresponde a 
una columna en la red; siendo mas facil de 
resolver que el grupo de 2,500 ecuaciones, no 
solamente porque es un m1mero mas pequefto de 
ecuaciones, sino tambien porque se pueden 
hacer las computaciones en un orden conve­
niente. Podemos usar este orden de com­
putaci6n por medio de una tecnica desarrollada 
por H.L. Thomas (1949) que se conoce como el 
algoritmo de Thomas. 

Para ilustrar este metodo, reordenamos la 
ecuaci6n 16 colocando los valores desconocidos 
de carga que corresponden al tiempo nlit, en un 
lado, como sigue: 

h·. ( s 2 ) h h· . 1 t,J-1,n + 1 .. + t,J+ ,n _ 
---- -- --- t,J,n ----

{Jiy)2 T lit (iiy)2 (iiy)2 
h i -1,j,n -1 

(Jix)2 
(18) 

El lado derecho consiste enteramente de ter­
minos conocidos, por lo tanto, es conveniente 
reemplazar este lado de Ia ecuaci6n por un s6lo 
sfmbolo, Dh es decir, 

h i -1,j,n -1 

(Jix)2 

h· 1 . 1 _ t + ,J,n - , (19) 

Este ,unico fndice,j, es suficiente para distinguir 
D para nuestro caso. Como se sugiere en Ia 
figura E, Ia secuencia de calculo esta a lo largo 
de Ia columna i. En cada punto o nodo-es decir, 
para cada valor j existe un solo valor de D, 
tornado de Ia banda de tres columnas en plano de 
tiempo anterior. Limitamos estas considera­
ciones a un grupo de ecuaciones, correspon­
dientes a una columna y hacemos el calculo de 
las cargas para un valor de tiempo. Por con­
siguiente, los fndices que designan Ia columna y 
tiempo no son necesarios. Entonces, podemos 
omitir los fndices i y n de los valores de h en el 
lado izquierdo de Ia ecuaci6n. Con estos cambios, 
Ia ecuaci6n 18 toma Ia forma 

(20) 

en Ia cual 
1 

A·=---• 
J (Jiy)2 

B;= - ( ~t + (t>:)' ) ' 

y 
1 

C·=--· 
J ( liy)2 

Los coeficientes A, B y C son ·constantes para el 
problema que hemos postulado. Sin embargo, en 
algunos problemas donde se contemplan las 
variaciones en T, S, 6 en el espaciamiento nodal, 
ellos podrfan variar de un nodo a otro. Para 
mantener el analisis lo suficientemente general 
como para abarcar tales casos, los coeficientes 
han sido designados con el fndice j. 

Si resolvemos la ecuaci6n 20 para hi, que es el 
valor central del grupo de tres nodos represen­
tados en la ecuaci6n, obtenemos 

D ·-Ah· 1-Ch· 1 h . J J J- J J+ 
J= 

Bi 
(21) 

La carga en el primer nodo, h1 se .especifica por 
las condiciones lfmites. Aplicamos la ecuaci6n 21 
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para encontrar una expresi6n para lh; esto pro­
duce 

Reordenamos la ecuaci6n en la forma 

donde 

y 

Dz-Azhl 
gz=----

Bz 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

b2 consiste de terminos conocidos y como h1 es 
conocido, g2 puede ser calculado. Por lo tanto, la 
ecuaci6n 23 nos da una ecuaci6n para hz en ter­
minos del siguiente valor de carga, hJ. Si 
podemos continuar a lo largo de la columna, for­
mando ecuaciones que dan la carga en cada nodo 
en funci6n de esta carga en el nodo sub­
siguiente- es decir, que se da h1 en terminos de 
hj+ 1 - eventualmente alcanzaremos el pen ultimo 
nodo de la columna y tendremos una ecuaci6n 
para hm-1 en terminos de hm, la carga del ultimo 
nodo. Por lo tanto, conocido hm por las condi­
ciones lfmites, podemos calcular hm_1 ; utilizando 
el valor de hm_1, podremos calcular hm_z, y asi 
sucesivamente bajando por la columna,hasta que 
finalmente podramos calcular hz en terminos de 
h3 usando la ecuaci6n 23. Esta es la idea basica 
del algoritmo de Thomas. Tendremos que ver si 
podemos en efecto obtener expresiones para 
cada carga hj, en terminos de la subsiguiente 
carga hj+1, a lo largo de la columna. 

Aplicamos en primer lugar la ecucaci6n 21 
para encontrar una expresi6n para hJ; esto nos 
da 

h
3 

D3- A 3hz- C3h4. (26) 
B3 

Para eliminar hz de esta ecuaci6n, substituimos 
su valor de la ecuaci6n 23 y obtenemos 

D3-AJ(gz- bzh3)- C3h4 

B3 
(27) 

La ecuaci6n 27 se resuelve ahora para hs como 
sigue 

6 

h3 D3-A3gz CJ h4. (28) 
B3-A3bz B3-A3bz 

Ahora de nuevo tenemos una ecuaci6n de la 
forma 

h3 = g3 - b3h4 ' (29) 

donde 

g3 
D3-A3gz (30) 
B3-A3bz 

y 

b3= 
CJ (31) 

B3-A3bz 

Debido a que g2 y b2 son conocidos por el anterior 
paso en el calculo ( ecuaciones 24 y 25), g3 y b3 
pueden calcularse y la ecuaci6n 29 produce en­
tonces una expresi6n para hJ en terminos de h4. 
En efecto, hemos eliminado hz de la ecuaci6n 26, 
asi que h3 se expresa unicamente en terminos de 
los valores subsiguientes de carga. 

Si continuamos con este proceso, descubrimos 
que para cada paso podemos obtener una 
ecuaci6n de la forma 

hj= gj- bjhj+1' (32) 

relacionando la carga en cada nodo a la carga 
del nodo subsiguiente; descubrimos que gj y bj 
pueden siempre determinarse a partir de los 
valores anteriores de g y b mediante ecuaciones 
de la forma expresada en las ecuaciones 30 y 31. 
E s decir, descubrimos que 

(33) 
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y 

Bj-AjbJ·- 1 

(34) 

Estas formulas generales se aplican aun al 
ca.lculo de g2 y b2 si especificamos las condiciones 
iniciales g.=h• y b.= 0. 

En resumen, podemos empezar en el nodo 1 y 
desplazarnos por la columna calculando los 
valores de gj y bj. En cada nodo, estos valores se 
calculan por las ecuaciones 33 y 34, utilizando los 
val ores anteriores gj_ 1 y bj_ 1 y los coeficientes Aj, 
Bj y Cj ademas del termino Dj. 

Finalmente, se calculan gm_ 1 y bm_ 1 para el 
penultimo nodo de la columna; debido a que se 
conoce hm por las condiciones limites, hm_ 1 puede 
calcularse de la ecuaci6n 32. Luego, pro­
cederemos al calculo regresivo en la columna 
para los valores de hj en cada nodo a partir del 
valor hj+ 1 utilizando la ecuaci6n 32, hasta que 
finalmente se haya calculado un valor para~ Y 
hasta que las cargas hayan sido determ1nadas en 
toda la columna. 

Todo el proceso es en realidad uno de 
eliminaci6n Gaussiana, que tiene la ventaja de 
un ordenamiento de calculo conveniente. La 
soluci6n de la ecuaci6n diferencial 16 se obtiene 
directamente por los puntos a lo largo de la co­
lumna por medio de este proceso; no estamos 
tratando con una tecnica de iteraci6n que 
resuelve el grupo de ecuaciones algebraicas por 
aproximaci6n sucesiva. Cuando se ha calculado 
la carga en todos los nodos de la columna i, el 
proceso se repite para la columna i + 1 y asi 

sucesivamente hasta que todo el plano haya sido 
recorrido. 

En cierto modo, este proceso de calculo 
representa un proceso parecido al de las tec­
nicas "forward difference" y "backward dif­
ference" sin ser ni una ni la otra. En la tecnica 
"forward difference" la carga de cada nodo, para 
un nivel de tiempo particular, se computa in­
dependientemente de las cargas de los 4 nodos 
vecinos para ese nivel de tiempo; la tecnica de 
computaci6n se dice ser explicita. En la tecnica 
"backward difference", el c~lculo de cada carga 
en cada nodo incorpora la carga de los 4 nodos 
vecinos para el mismo nivel de tiempo; el 
metodo de calculo se denomina como implicito. 
En la tecnica de direcci6n alterna,el calculo de la 
carga para un nodo particular, a medida que nos 
desplazamos en la columna, incorpora las cargas 
para ese nivel de tiempo en los dos nodos 
adyacentes a lo largo de la misma, pero no la 
carga de los nodos vecinos ubicados en las co­
lumnas adyacentes. El metodo de calculo, para 
este paso, se dice ser implicito a lo largo de las 
columnas, pero explicito en la direcci6n de 
recorrido a lo largo de las filas. 

Cuando las cargas han sido calculadas en todo 
el pl~no por el proceso de recorrido por colum­
nas, el calculo del tiempo que sigue (n+ 1)dt, se 
inicia utilizando la ecuaci6n 17. El procedimien­
to es el mismo descrito anteriormente, excepto 
que el calculo se hace ahora a lo largo de las filas 
en vez de las columnas. Nuevamente, este cam­
bio de direcciones es necesario para asegurar la 
estabilidad del metodo de calculo. 

Soluci6n de Ia ecuaci6n de estado permanente por iteraci6n 
utilizando el metoda de calculo de direcci6n alterna 

En el trabajo inicial el cual propone el procedi­
miento implicito de direcci6n alterna, Peaceman 
y Rachford indican que Ia tecnica de soluci6n 
alterna a lo largo de filas y columnas puede ser 
utilizada efectivamente para iteraci6n de Ia 
ecuaci6n de estado permanente. Es decir, 
supongamos que debemos analizar el problema 
considerado en las Secciones 16 y 25 de Ia Parte 
VII, y repasado al inicio de estas consideraciones, 

. en Ia cual Ia ecuaci6n de estado permanente 

()2h ()2h 
--+--=0 (35) 
()x2 oy2 

debe ser resuelta. En la Secci6n 25 con­
sideramos una tecnica de iteraci6n o re­
lajamiento para resolver esta ecuaci6n. En esta 
tecnica, escribimos la aproximaci6n en diferen-
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cias finitas presentada en la ecuaci6n 6 como 
una simulaci6n de la ecuaci6n 35; esto produjo 

Para aplicar la ecuaci6n 6, nos desplazamos 
sobre el plano x,y reemplazando los valores de 
hi,j en cada nodo interior por el promedio de las 
cargas de los cuatro nodos vecinos. AI final de 
un recorrido completo del plano, tendremos un 
grupo de valores de hi,j que estaran mas cerca de 
satisfacer la ecuaci6n 6 que los valores con los 
que iniciamos el proceso. Despues de varios 
recorridos, tendremos un grupo de valores de 
carga que basicamente podrian satisfacer la 
ecuaci6n 36 para todo plano. Esto se indicarfa 
por el hecho que los valores de hi,j obtenidos en 
cada paso diferfan muy poco de los obtenidos en 
el paso anterior. 

Nuestro objetivo aquf es delinear una tecnica 
mas eficiente para aplicar este proceso de 
iteraci6n, basado en el metodo de Peaceman y 
Rachford y el algoritmo de Thomas. 
Empezamos con la introducci6n de cierta 
nomenclatura y notaci6n. En el analisis de pro­
blemas de no-equilibria, nos referimos a "pianos 
de tiempo"- es decir, representaciones del plano 
x, y en el cual se mostraban las cargas calculadas 
para un tiempo en particular. AI analizar la 
soluci6n de los problemas de estado permanente 
por iteraci6n,podemos simplemente referirnos a 
los "pianos de iteraci6n"- es decir, representa­
ciones del plano x, y en el cual se muestra el 
valor de la carga obtenido despues de un cierto 
m1mero de iteraciones. Nuevamente, en el 
analisis de los problemas de no-equilibrio 
utilizamos el fndice n para designar el nivel de 
tiempo para un valor de carga especffico- hi,j,n se 
referfa a un valor de carga para un tiempo nAt. 
En forma similar, utilizaremos el fndice 
sobrescrito m para denotar el nivel de iteraci6n 
en el problema de estado permanente. hi} se 
utilizara para designar los valores iniciales de 
carga antes de cualquier iteraci6n; hi} indicara 
val ores de carga despues de una iteraci6n- es 
decir, los valores de carga en el primer plano de 
iteraci6n; en general, hi.r indicara los valores de 
carga despues de m iteraciones o en el plano de 
iteraci6n m. 

Seguidamente, reformulamos nuestra aproxi­
maci6n a · la ecuaci6n 35 en una forma 

ligeramente diferente. Reordenamos la ecuaci6n 
6 para obtener 

Se puede obtener lo mismo reformulando la 
ecuaci6n 35 en la forma 

ax2 ay2 

y luego utilizando la aproximaci6n obtenida en 
las ecuaciones 8 y 10 para a2h/ax2 y a2h/ay2. 

Estamos interesados en la aplicaci6n de la 
ecuaci6n 36 para calcular los valores de carga 
para un nuevo nivel de iteraci6n, utilizando 
val ores de carga del nivel de iteraci6n anterior. 
En el procedimiento que emplearemos es 
necesario considerar dos pasos sucesivos de 
iteraci6n. Utilizando la notaci6n de indices 
sobrescritos descrita anteriormente y utilizando 
Axxh y Ayyh para representar nuestras aproxima­
ciones a a2h/ax2 y a2h/ay2 como en las ecuaciones 
8 y 10, el metodo de calculo podrfa ser resumido 
de la siguiente manera 

y 

Axxhm+ 1 = - Ayyhm 

6, en la notaci6n de la ecuaci6n 36, 

- hi,j-1m- hi,)+ 1m+ 2hi.r 
= hi-1.r-1 +hi+ 1.r-1- 2hi.r-1 

y 

hi-1,;n+ 1 +hi+ 1,;n+ 1- 2hi,;n+ 1 
= -hi,j-1m-hi,j+1m+2hi,;n • 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

Como indican estas ecuaciones, la idea aquf es 
primeramente simular a2h/ax2 en un nivel de 
iteraci6n y a2h/ay2 en el siguiente; en la iteraci6n 
subsiguiente, se invierte el orden; a2h/ay2 es 
simulado en la etapa inicial y a2h/ax2 en la 
siguiente. La figura D, que ilustra la tecnica de 
simulaci6n para un problema de no-equilibrio, se 
reproduce como la figura F, con la diferencia 
que los pianos de tiempo son denominados 
pianos de iteraci6n. La ecuaci6n 39 relaciona los 
tres valores de carga en el nivel de iteraci6n m a 
tres val ores de carga al nivel de iteraci6n m- 1; 
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y continuando con la tecnica descrita 
anteriormente para el caso de no-equilibrio, 
debemos desplazarnos a lo largo de la columna i 
en el plano de iteraci6n m, en cada nodo obte­
niendo asf 3 valores conocidos de hm-1 de una 
banda de tres columnas en el plano de iteraci6n 
anterior, y por lo tanto generando un grupo de 
ecuaciones en las cuales las inc6gnitas tienen 
todas valores de hm a lo largo de la columna i. 

Como en el caso de no-equilibrio, el grupo de 
ecuaciones a lo largo de una columna se resuelve 
directamente por el algoritmo de Thomas- es 
decir, por el proceso de eliminaci6n Gaussiana, 
delineado en ecuaciones 20 a 34. Cuando esto se 
haya hecho para cada columna del plano x, y ten­
dremos un nuevo grupo de valores de carga en 
todo el plano. Sin embargo, estos valores no 
constituyen necesariamente una soluci6n a la 
ecuaci6n 35. El proceso de reemplazo de los 
valores de carga iniciales por los valores nuevos 
calculados que hemos descrito en la ecuaci6n 39, 
llega a los mismos resultados que el proceso de 
relajamiento de la Secci6n 25. Produce un nuevo 
grupo de valores, el cual esta mas cerca de 
satisfacer la.ecuaci6n 35 que el grupo inicial. No 
representa una garantfa que el nuevo grupo 
constituya una soluci6n aceptable. La prueba se 
hace como en la tecnica de relajamiento de la 
Secci6n 25, para comprobar si la soluci6n ha sido 
hallada. Los valores de la carga en el plano de 
iteraci6n m son comparados a aquellos en el 
plano de iteraci6n m- 1. Si la diferencia en todos 
los puntos es insignificante, la ecuaci6n 35 debe 
satisfacerse en todo el plano x, y; de lo contrario 
una nueva iteraci6n debera comenzar. En esta 
nueva iteraci6n utilizarfamos la ecuaci6n 40, 
desplazandonos a lo largo de una fila del modelo 
para establecer un sistema de ecuaciones para 
los valores de carga a lo largo de la fila. Igual 
que en el problema de no-equilibrio, esta 
alteraci6n en la direcci6n es necesaria para la 
estabilidad. Para resumir entonces, estamos 
utilizando un procedimiento de soluci6n 
iterativo indirecte; pero durante el proceso de 
iteraci6n, usamos el metodo directo de 
eliminaci6n Gaussiana,a lo largo de cada colum­
na o fila individual, para desplazarnos de un 
grupo de valores de carga aproximados al 
siguiente. 

Figura F 

Nivel de Iteraci6n 
m+l 

Nivel de Iteraci6n 
m 

Nivel de lteraci6n 
m-1 
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Simulaci6n "Backward Difference": Soluci6n por iteraci6n 
usando el metodo de calculo de direcci6n alterna 

(procedimiento iterativo implfcito de direcci6n alterna) 

Peaceman y Rachford constataron que la 
iteraci6n de la ecuaci6n en estado permanente 
por el procedimiento de direcci6n alterna era 
considerablemente mas eficiente que muchos de 
los metodos mas rapidos de relajamiento que se 
habfan usado antes. El uso de la tecnica de direc­
ci6n alterna en este sentido, como un metodo de 
iteraci6n, ha adquirido recientemente gran 
popularidad. Sin embargo, como un metodo 
para resolver la ecuaci6n de no-equilibrio, 
m1mero 3, el procedimiento iterativo implfcito 
de direcci6n alterna,como se incluye en las ecua­
ciones 14 y 15 6 16 y 17, no siempre se ha 
demostrado ventajoso. Aunque se asegura la 
estabilidad, es decir, que los calculos no seran 
afectados por errores que necesariamente 
aumentan de magnitud en cada paso, aun existe 
una posibilidad de un error grande en cualquier 
paso de tiempo y en cualquier nodo en par­
ticular; en muchos problemas estos errores han 
sido incontrolables e inaceptables. Esta 
situaci6n indeseable ha conducido a concentrar 
mas interes en la formulaci6n "backward dif­
ference" de las ecuaciones 5 y 13. Como hemos 
observado, la soluci6n por este metodo 
generalmente debe lograrse por medio de 
iteraci6n, por ejemplo utilizando la ecuaci6n 7. 
Los sistemas de ecuaciones simultaneas in­
volucradas son por lo general muy grandes para 
admitir una soluci6n facil por metodos directos. 
Hemos visto que el procedimiento de direcci6n 
alterna de Peaceman y Rachford proporciona un 
metodo efectivo de iteraci6n de la ecuaci6n en 
estado permanente; esto sugiere que la misma 
tecnica puede utilizarse para iterar las ecua­
ciones "backward difference" 5 6 13. La 
ecuaci6n 13. que utiliza la notaci6n abreviada, se 
reproduce a continuaci6n 

s h·. -h·. 1 (Llxxh)n+(Llyyh)n= --• t,J,n t,J,n- · (13) 
T Llt 

(
A z..) . . • a2h 1 . 
I..J.xxf~ n es una aproximacwn a -- para e tlem­

ax2 
po nAt, mientras que (Llyyh)n es una aproxima-
.- a2h 1 t' N . cwn a ay

2 
para e 1empo nLlt. uevamente, m-

troducimos el fndice m para indicar el nivel de 
iteraci6n: Utilizando esta notaci6n escribimos la 
ecuaci6n 13 como sera utilizada en dos pasos 
sucesivos en el proceso de iteraci6n en con­
sideraci6n, 

S h· · m-h· · 1 (A h) m-1+(Ll h) m=-• t,J,n t,J,n- (41) 
xx n yy n T Llt 

S h· . m+1-h . . 1 
(Ll h) m+1+(Ll h) m=-• t,J,n t,J,n- (42) 

xx n yy n T Llt 

En las ecuaciones 41 y 42, varios puntos deben 
ser tornados en cuenta cuidadosamente. Las 
simulaciones de ambos a2h/ax2 y a2h/ay2

, en am­
bas ecuaciones son efectuadas para el tiempo 
nLlt; y nuevamente, en ambas ecuaciones, ah/at 
es simulada por el cambio en carga en el nodo i, } 
del tiempo (n-1)Llt al tiempo nAt. En la 
ecuaci6n 41, (a 2h/ax2 )nt.t se simula en el nivel de 
iteraci6n (m -1), mientras que (a 2hlay2 )nt.t se 
simula en el nivel m de iteraci6n; en la 
simulaci6n de la derivada de tiempo, hi,j,n figura 
en el nivel m de iteraci6n. En la ecuaci6n 42, 
(a2hlay2)nt.t es simulada al nivel m de iteraci6n, 
mientras que (a2h/ax2)nt.t se simula al nivel (m+ 1) 
de iteraci6n; en la simulaci6n de la derivada de 
tiempo, hi,j,m nuevamente figura en un nivel de 
iteraci6n mas alto, el cual es aquf m+ 1. En 
ninguna de las ecuaciones se incluye el fndice 
sobrescrito de iteraci6n hi,j,n- 1 que es la carga del 
nivel de tiempo anterior. El proceso de iteraci6n 
esta disefiado para computar las cargas para el 
nuevo nivel de tiempo, nLlt, y en este proceso la 
carga del nivel de tiempo anterior es 
simplemente una constante; retiene el mismo 
valor durante todas las series de iteraciones. 

Reformulando la ecuaci6n 41, utilizando la 
notaci6n expandida para Llxxh y Llyyh (tal como se 
muestra en las ecuaciones 8 y 10) tenemos 

(Llx)2 

h · 1 m+h· · m-2h· · m + t,J- ,n t,)+1,n t,J,n (43) 
(Lly)2 

S (h· · m-h· · 1) t,J,n t,J,n- , 
T Llt 

Deseamos calcular los valores de carga en el 
nuevo nivel de iteraci6n, m en base a val ores que 
hemos obtenido para el nivel de iteraci6n 
anterior m- 1. Por lo ·tanto, reordenamos la 
ecuaci6n 43, colocando las incognitas en la iz­
quierda y los terminos conocidos en el lado 
derecho, lo cual produce 
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hi,J'-1,nm h · · 1 m -=--"'"---+ t,J + ,n 

(Ay)2 . (Ay)2 

.Los valores desconocidos son los valores de 
carga para el nivel de iteraci6n, m; los terminos 
conocidos son los valores de carga para el nivel 
de iteraci6n anterior, m-1 y un valor de carga 
del nivel de tiempo anterior, n- ~. Por lo tanto, 
debemos proceder como en la ecuaci6n 19, 
reemplazando el lado derecho por un solo 
sfmbolo, Dj, que representa los terminos conoci­
dos de la ecuaci6n. Entonces, tendremos una 
ecuaci6n en la forma de la ecuaci6n 20, 

(45) 

la cual puede ser resuelta por el algoritmo de 
Thomas como se delinea en las ecuaciones 21-34. 
En el siguiente paso, utilizamos la ecuaci6n 42; 
aquf las incognitas constan de tres valores de h 
para el tiempo nAt y el nivel de iteraci6n m+ 1, 
mientras que los terminios conocidos consisten 
de tres valores de h para el tiempo nAt y el nivel 
de iteraci6n m y nuevamente un valor de h para 
el nivel de tiempo (n-1)At. Despues de este 
paso, las cargas que obtenemos son comparadas 
con aquellas obtenidas en el paso anterior. Si la 
diferencia es insignificante en todas partes, los 
val ores · de hm+ 1 son considerados como aprox­
imaciones suficientemente cercanas a las cargas 
para un tiempo nAt. 

Es importante recalcar que mientras que para 
cada paso resolvemos directamente, (por 
eliminaci6n Gaussiana a lo largo de columnas y 
filas) para obtener un nuevo grupo de val ores de 
carga, estos valores generalmente no cons­
tituyen una soluci6n a nuestra ecuaci6n diferen­
ci(;l.L Mas bien, constituyen una nueva aproxima­
ci6n a una soluci6n, en una serie de iteraciones 
que finalmente produciran una aproximaci6n 
suficientemente precisa para nuestro uso. 
Podemos revisar la secuencia de computaci6n 
refiriendonos a la Figura G, la cual ilustra el pro­
ceso de calculo esquematicamente. El plano mas 
bajo en la figura, contiene los val ores finales de 
carga para el tiempo anterior (n-1)At. El plano 
inmediatamente arriba de este, contiene los 
valores inicialmente asumidos para un nuevo 
tiempo, nAt; usamos tres valores de carga, 

hi+ 1,j,nm-1 2 S 
-----+ ---hi,j,nm- 1 + ---hi,j,n -1• ( 44) 

(Ax)2 (Ax)2 TAt 

d 
. ., k Figura G 

Plano e 1terac10n que 
contiene los valores 
finales de carga para 
un tiempo n~ t 

(k-l)avo 
Plano de 
iteraci6n 

Segundo 
plano de 
iteraci6n 

Primer 
plano de 
iteraci6n 

Filaj-.,.C:...-~~--;;#'--

Plano que contiene 
los valores inicia­
les de carga para 
un tiempo n~t 

, 

"' Plano que contiene valore&.... ~~?> 
de carga para un (J~v; / 

tiempo(n-lJ<~t gz 
7 4 
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h i -1,j,n°, hi,j,n°, y h i +1,j,n° de este plano junto a un 
valor de carga h i,j,n- 1 del plano de tiempo n-1, al 
lado derecho de la ecuaci6n 44. En el lado iz­
quierdo en la ecuaci6n 44, tenemos tres valores 
desconocidos de carga en el plano de la primera 
iteraci6n, hi,j- 1,n1, h i,j,n1, y h i,j+ 1,n1• Establecemos 
las ecuaciones de la forma de la ecuaci6n 44 a lo 
largo de toda la columna i y resolvemos por el 
algoritmo de Thomas ( ecuaciones 21-34). Luego, 
repetimos el procedimiento a lo largo de las 
otras columnas, para determinar los valores de 
carga por todo el primer plano de iteraci6n; los 
nuevos valores de carga constituyen una mejor 
aproximaci6n a las cargas para un tiempo nilt 

h· 1 . m+1 h· 1 . m+ 1 
t - ,J,n + t+ ,J,n 

(£lx)2 (£lx)2 ( S + 2 )h· . m+ 1 = 
T Llt (£lx)2 t ,J,n 

hi,j-1,nm 

Aplicando la ecuaci6n 46 entre el primer y 
segundo pianos de iteraci6n, m se cohsiderarfa 1 
y (m + 1) como 2. Los 4 terminos conocidos en el 
lado derecho de la ecuaci6n consistirfan de tres 
valores de carga del primer plano de iteraci6n 
h i,j- 1,m h i,j,n y h i,j+ 1,n y nuevamente, un valor de 
carga del plano de tiempo n-1, hi,j,n- 1• Es impor­
tante observar que regresamos al plano de tiem­
po n- 1-el plano inferior en la Figura G- para 
cada nivel de iteraci6n en la serie, para usar los 
valores constantes de h i,j,n - 1 que se utilizan en la 
simulaci6n de la derivada de tiempo. En ellado 
izquierdo de la ecuaci6n 46, tendremos los tres 
valores desconocidos de carga que corresponden 
al nuevo nivel de iteraci6n- es decir, el segundo 
plano de iteraci6n. Nuevamente, usamos el 
algoritmo de Thomas ( ecuaciones 21-34) para 
obtener soluci6nes para los nuevos valores de 
carga en el plano. Al final de este procedimiento, 
los valores de carga del segundo plano de 
iteraci6n son comparados con los del primer 
plano de iteraci6n. Si la diferencia es sufi­
cientemente pequeiia en todos los puntos, no 
hay nada que mejorar al continuar el ajuste de 
los val ores de carga por nuevos calculos -Ia 
ecuaci6n 3 es ya aproximadamante satisfecha en 
todo el plano. Si se observan diferencias 
notables, se continua el procedimiento hasta que 
la diferencia entre los valores de carga 

que los valores iniciales. Seguidamente, 
establecemos un sistema de ecuaciones de la for­
ma de la ecuaci6n 42, ordenadas en tal forma 
que en cada ecuaci6n los terminos conocidos 
sean los tres valores del primer plano de 
iteraci6n y uno del plano del tiempo de n-1, 
mientras que tres valores de carga del segundo 
plano de iteraci6n formen las incognitas. Si 
reformulamos la ecuaci6n 42 en la notaci6n ex­
pandida y la reordenamos de tal forma que los 
terminos desconocidos aparezcan en la izquierda 
y los conocidos en la derecha tenemos 

2 s 
+--h·. m---h· . 1 (46) 

(£ly)2 t ,J,n Tilt t ,J,n- • 

obtenidos en niveles sucesivos de iteraci6n 
lleguen a ser insignificantes. Ahora ya las 
cargas para el tiempo nilt fueron determinadas 
y la labor comienza en el siguiente paso,· el c6m­
puto de las cargas para el tiempo (n + 1)£lt. En­
tonces, aunque tanto la soluci6n directa como la 
de un metodo de direcci6n alterna toman parte 
en este proceso de calculo, la tecnica es 
basicamente de iteraci6n, en la cual utilizando la 
formulaci6n "backward difference" de las ecua­
ciones 5 6 13, ajustamos progresivamente los 
valores de carga para cada nivel de tiempo hasta 
que obtenemos el grupo de valores que 
satisfacen la ecuaci6n. Este metodo combina las 
ventajas de la tecnica "backward difference" con 
la facil computaci6n del procedimiento de direc­
ci6n alterna y es la base de muchos modelos 
digitales actualmente utilizados por el Servicio 
Geologico de Estados Unidos. A veces se le 
denomina como el procedimiento implfcito 
iterativo de direcci6n alterna. 

Prickett y Lonnquist (1971) modificaron aun 
mas este metodo de calculo representando el 
valor central de carga h i,j unicamente al nivel 
avanzado de iteraci6n y representando la carga 
en la columna adyacente, que ha sido 
previamente procesada tambien en un nivel de 
iteraci6n avanzado. Es decir, ellos no simulan 
a2h/ax2 y a2h/ay2 en dos pianos distintos de 
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iteraci6n, mas bien establecen el calculo como 
una tecnica de relajamiento, para que el nuevo 
valor de la carga en un nodo en particular se 
calcule en base a los valores de carga mas re­
cientemente computados en las proximidades 
del nodo. Sin embargo, ellos sf efectuan los 
calculos alternadamente a lo largo de filas y co­
lumnas utilizando el algoritmo de Thomas. 

En el analisis presentado aquf, hemos tratado 
la transmisividad, coeficiente de almacenamien­
to, espacio nodal ~x y ~y, como terminos con­
stantes en el plano x, y. En efecto, estos ter­
minos pueden variar en la red para explicar la 
heterogeneidad o anisotropfa del acuffero o para 
proporcionar un espaciamiento nodal que retina 

las condiciones requeridas en el problema. Mas 
terminos pueden ser incluidos en las ecuaciones 
para explicar tales aspectos como bombeo de 
pozos en nodos especfficos, recuperaci6n de per­
didas por evapotranspiraci6n, filtraci6n en rios, 
etc. Algunos programas que simulan flujo 
tridimensional han sido desarrollados (Freeze, 
1971, Bredehoeft y Pinder, 1970, Pricket y Lonn­
quist, 1971, p. 46); sin embargo, los problemas 
operacionales que se presentan en modelos 
digitales tridimensionales son a veces diffciles. 

Ellector podra ahora pasar al programa de 
Ia Parte VIII. 



Parte VIII. Tecnicas Anal6gicas 

lntroducci6n 

En la Parte VIII consideramos otra tecnica 
para obtener las soluciones a la ecuaci6n 
diferencial del flujo de aguas subterraneas. E ste 
metodo es el de analogfa electrica. E s una tec­
nica importante utilizada ampliamente; esta 
basada en la similitud matematica entre la Ley 
de Darcy, que describe el flujo en un medio 
poroso y la Ley de Ohm que describe el flujo de 
carga en un conductor. En el caso de un modelo 

de no-equilibrio, depende tambien de la similitud 
entre la relaci6n de carga y almacenamiento del 
agua subterninea y la ecuaci6n que describe la 
acumulaci6n de carga en un condensador; de la 
similitud entre el principio de continuidad elec­
trica, incluyendo la conservaci6n de la carga 
electrica y la ecuaci6n de continuidad que 
describe la conservaci6n de la materia. 

---------------------------------------------1 • 

La Ley de Ohm expresa que la corriente elec­
trica en un elemento conductor es directamente 
proporcional ala diferencia de voltaje,o diferen­
cia de potencial de sus extremos. La figura 
representa un elemento conductor, o una 
resistencia con una diferencia de voltaje de 
c/>1- c/>2. Es decir, el voltaje de un extremo de la 
resistencia es c/>1, mientras que el otro es c/>2. La 
corriente a traves de la resistencia se define 
como la rapidez neta de movimiento de la carga 
positiva a traves del plano transversal, tornado 
en posici6n normal a la direcci6n de flujo de la 
carga dentro de la resistencia. La unidad clasica 
de la carga es el culombio, y la corriente es nor­
malmente medida como el m1mero de culombios 
por segundo que atraviesan el plano en con­
sideraci6n. Un flujo de carga de 1 culombio por 
segundo se designa como 1 amperio. El sfmbolo 
es I y se utiliza para representar la corriente 

Sfmbolo que representa un elemento 
conductor, o resistencia 

\ 1~nte 
~~. -- f\./VV\/\1\ --· 4>2 

R 

R representa el valor de la resistencia (ohmios) 

Para la resistencia mostrada en el diagrama, 
la Ley de Ohm puede expresarse como sigue: 

1 
I=- (ct>1- c/>2), 

R 

donde I es la corriente de la resistencia y c/>1- c/>2, 
como se indic6 anteriormente, es la diferencia 
de voltaje entre los extremos. El termino 1/R es 
la constante de proporcionalidad que relaciona 
la corriente al voltaje; R se denomina la resisten­
cia del elemento. Esta constante depende tanto 
de las dimensiones del elemento como de las pro­
piedades electricas del material usado como con­
ductor. La unidad de resistencia es el ohm. Una 
resistencia de 1 ohm producira 1 amperio de co­
rriente conforme a una diferencia de voltaje de 1 
voltio. 

PREGUNTA 

Supongamos que el voltaje de una terminal de 
una resistencia de 500 ohmios es de 17 voltios y 
el voltaje del otro extremo es de 12 voltios, ~cual 
sera la corriente en la resistencia? 

10 amperios 
0.10 amperio, 6 100 miliamperios 
0.01 amperio, 610 miliamperios 

Pase a Ia Seccion 

19 
8 
6 

149 
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2. 
Su respuesta en la Seccion 22 es incorrecta. 

La forma diferencial finita de la ecuaci6n para 
flujo bidimensional d.e no-equilibrio de agua 
subterranea es 

Sa2 ilho 
h1 + hz + h3 + h4- 4ho = -- --• 

T ilt 
mientras que la ecuaci6n para nuestra red 
resistencia-capacitancia es 

3. 

c/>1 +c/>z+c/>3+c/>4-4¢0 =RCdc/>o. 
dt 

Su respuesta en la Seccion 6, 

l=~(c/>1-c/>z), 
RL 

es incorrecta. La idea aqui es obtener una ex­
presion para la corriente, la cual involucra la 
resistividad del material, pe, que compone la 
resistencia. Su respuesta incluye la resisteneia,R, 
en vez de la resistividad. De todos modos noes 

4. 
Su repuesta en la Seccion 9, 

es correcta. La cantidad C, tal como se ha visto 
es en realidad la derivada de dEidct>c; por lo tanto, 
C(d¢)dt) es equivalente a (dEid¢c)·(d¢jdt), o 
simplemente dEidt. 

Sin referirnos a C explfcitamente, hicimos uso 
en la Secci6n 9 de un equivalente electrico a la 
ecuaci6n hidraulica de continuidad. En un cir­
cuito electrico, la carga se conserva en la misma 
forma que la masa del fluido es conservada en un 
sistema hidraulico. La Ley de Kirchoff para la 
corriente, muy familiar a estudiantes de ffsica 
elemental es una expresi6n de este principio. En 
el circuito de la Secci6n 9, requerimos que la 
rapidez de acumulaci6n de carga en el conden­
sador sea igual a la rapidez con la cual la -carga 

La comparaci6n de estas ecuaciones ilustra 
que la resistencia,R, puede ser considerada como 
analoga al termino, liT; el voltaje ¢, es analogo a 
la carga, h; y la capacitancia, C, puede ser con-
siderada analoga al termino, Sa2

• · 

En la respuesta que eligi6, el voltaje es con­
siderado como analogo a la transmisividad, por 
lo tanto el procedimiento indicaria que el voltaje 
aumenta en areas de alta transmisividad. 

Regrese a la Seccion 22 y elija otra 
respuesta. 

una expresi6n valida para la Ley de Ohm pues la 
Ley de Ohm en terminos de resistencia se 
present6 en la Secci6n 1 c9mo 

Regrese a la Sec·cion 6 y elija otra 
respuesta. 

se trans porta a la placa del condensador a tra ves 
de la resistencia- es decir, a la corriente a 
traves de la resistencia. En el circuito mostrado 
en la figura, en el cual cuatro resistencias se co-

nectan a un solo condensador, el flujo neto de en­
trada de carga menos la descarga,a traves de las 
cuatro resistencias,debe ser igual ala rapidez de 
acumulaci6n de carga sobre el condensador. 
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-----------Con.-4. 
Digamos que 11 y 13 representan corrientes bacia 
el consensador a traves de las resistencias R 1 y 
R3; y digamos que 12 y 14,representan corrientes 
que se alejan del condensador a traves de las 
resistencias R2 y R4. Entonces, la proporci6n de 
flujo de entrada de carga, bacia el condensador, 
sera 11 + 13; la proporci6n de flujo de salida fuera 
del condensador, sera 12 +14. La resultante neta 
del flujo de entrada menos el de salida, sera 
11-12+13-14; y debera igualar la rapidez de 
acumulaci6n de carga en el condensador. E s 
decir, debemos tener 

PREGUNTA 

El diagrama muestra otra vez el circuito 
descrito anteriormente, pero ahora asumimos 
que las cuatro resistencias son iguales- es decir, 
asumimos que 

R1=R2=R3=R4=R. 

Digamos que cf>o representa el voltaje en la 
placa del condensador- esto es esencialmente 
igual al voltaje en el punto de uni6n de las cuatro 
resistencias (la resistencia del alambre que co­
necta el condensador al punto de uni6n de las 
resistencias se asume ser insignificante). El 
voltaje en los extremos de las cuatro resisten­
cias se designa como c/>1, c/>2, ¢3, y ¢4, como se 
muestra en el diagrama. Si se aplica la Ley de 
Ohm para obtener una expresi6n para la co­
rriente a traves de cada resistencia y se aplica la 
ecuaci6n del condensador para obtener una ex­
presi6n para la rapidez de acumulaci6n de carga 
en el condensador, lCual de las siguientes ecua­
ciones se obtendra para nuestra ecuaci6n en el 
circuito 

Pase a Ia Seccion 

1>1 -1>2 +1>3 -¢4 -C d¢o 15 
R dt 

27 

22 

------------------------------------------5. 

Su respuesta en Ia Seccion 22 es correcta. 
Evidentemente, esta es una indicaci6n del poder 
del metodo anal6gico por el cual los problemas 
que incluyen acufferos heterogeneos se pueden 
resolver tan facilmente como aquellos en 
acufferos uniformes. Tambien se pueden in­
troducir condiciones lfmites complejas, y pro­
blemas tridimensionales se podrfan analizar 
construyendo redesde varias capas. El metodo 
es aplicable a acufferos libres y confinados siem­
pre y cuando el agotamiento sea menor en 

relaci6n al espesor de saturaci6n total. Se han 
hecho algunas simulaciones con exito para casos 
en los cuales estas condiciones no se satisfacen, 
utilizando componentes electricos especiales los 
cuales varfan en resistencia a medida que el 
voltaje cambia. 

Problemas de estado permanente se resuelven 
algunas veces por redes de modelos construidos 
unicamente de resistencias, -es decir, que nose 
to man en cuenta los condensadores-, en vez de 
por analogfas construidas de un material con-
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ductor continuo. Estas redes de estado per­
·manente son particularmente utiles cuando se 
toma en cuenta la heterogeneidad. 

En algunos cas0s, la simetrfa del sistema de 
aguas subterraneas puede ser tal que una 
analogfa de dos dimensiones en un plano ver­
tical- es decir, que representa una secci6n ver­
tical de uno o varios acufferos- puede ser mas 
util que una analogfa de dos dimensiones que 
representa una perspectiva plana. En este tipo 
de modelo, la anisotropfa es frecuentemente un 
factor; es decir, permeabilidad en la direcci6n 
vertical es frecuentemente menor que aquella en 
la direcci6n lateral. Esto es muy facil acomodar 
en la red utilizando altas resistencias en la direc­
ci6n vertical o igualmente, utilizando un valor 
con resistencia uniforme y alterando la escala 
del modelo, para que el valor de la resistencia se 
use para simular diferentes distancias y sec­
ciones de areas de flujo en las dos direcciones. 

Un tipo importante y especial de red analoga 
es el utilizado para simular condiciones en un 
plano vertical alrededor de un solo pozo de 
descarga. La simetrfa cilfndrica del problema 
del pozo de descarga es de por si, parte de la red; 
la resistencia y escalas del modelo se elijen de tal 

6. 
Su respuesta en la Seccion 1 es correcta. La 

resistencia de un elemento electrico se obtiene 
por la formula 

R=e .. ·.b.., 
A 

donde L es la longitud del elemento en la direc­
ci6n de la corriente, A es la secci6n normal a la 
direcci6n, y e. es la resistividad electrica del 
material del cual se compone la resistencia. El 
inverso de la resistividad se denomina como la 
conductividad del material; se designa fre­
cuentemente como u; esto es u= lie.. La 
resistividad y la conductividad por lo general se 
consideran caracterfsticas constantes de un 
material en particular; sin embargo, estas pro­
piedades varian con la temperatura y la relaci6n 
linear comunmente cesa en los extremos del 
voltaje. Aun mas, un pequefto cambio en la com-

5.-Con. 
forma como para simular el aumento del area en 
la secci6n de flujo, tanto vertical como radial, el 
cual ocurre en el acuffero al aumentar la distan­
cia radial al pozo. 

Asf concluye nuestro analisis del metodo de 
aproximaci6n de analogfas electricas. Se ha 
presentado aquf un breve resumen de algunos de 
los principios mas importantes. Esta tecnica 
sirve para dar una idea de la operaci6n de los 
sistemas muy complejos de las aguas 
subterraneas. Otros analisis de los principios de 
simulaci6n pueden encontrarse en el texto de 
Karplus (1958). El libro "Conceptos y Modelos 
en Hidrologfa de Aguas Subterraneas" por 
Domenico (1972) contiene un analisis de las 
aplicaciones de las tecnicas anal6gicas a las 
aguas subterraneas, asf como el texto 
"Evaluaci6n de los Recursos Hfdricos" por 
Walton (1970). Mas informaci6n puede encon­
trarse en trabajos de Skibitze (1960), Brown 
(1962), Stallman (1936b), Patten (1965), 
Bedinger, Reed y Swafford (1970) y muchos 
otros. 

Aqui concluye el estudio presentado en este 
texto. 

posicion del material puede producir un cambio 
grande en las propiedades electricas. La 
resistividad es comunmente expresada en 
unidades de ohm-metro2/metro, 6 ohm-metros. 
Con esta unidad de la resistividad, la formula 

R=e ._b.. 
e A' 

producir~ la resistencia en ohmios si la longitud 
se expresa en metros y el area en metros 
cuadrados. 

PREGUNTA 

El grafico muestra una resistencia de area 
secci6nal A y longitud L, compuesto por 
material de resistencia e •. La diferencia en 
potencial a traves de la resistencia es c/>1- c/>2. 
~Cual de las siguientes expresiones es una ex­
presi6n valida de la Ley de Ohm, que presenta la 
corriente a traves de la resistencia? 
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4>t 

Su respuesta en Ia Seccion 28, 

Q = _!S__. ____!:__e_ ' 
Ap h1 -h2 

es incorrecta. La Ley de Darcy expresa que el 
flujo es directamente proporcional al area de 
secci6n transversal y a la gradiente de carga 

Su respuesta en Ia Seccion I es incorrecta. 
La Ley de Ohm se present6 como 

y el analisis mostr6 que la resistencia de 1 ohm 
puede llevar una corriente de 1 amperio bajo la 
diferencia potencial de 1 voltio. Por lo tanto, 

Su respuesta en Ia Seccion 21 es correcta. Si 
controlamos el voltaje en una placa de conden­
sador en un circuito particular y observamos que 
cambia con el tiempo, sabemos por las relaciones 
presentadas en la Secci6n 21 que a medida que 
pasa el tiempo, la carga se acumula en la placa 
del condensador. Una expresi6n para la propor­
ci6n a la cual la carga es acumulada puede 
obtenerse dividiendo la ecuaci6n del conden­
sador por un incremento de tiempo, t::.t. Esto da 

Con.-6. 

I =-4--<<t>~ -</>2) 
eeL 

l=~<l>t-<1>2) 
L 

l=~<l>t-<1>2) 
RL 

Pase a Ia Seccion 

28 

24 

3 

7. 
(negativa). En la respuesta que usted eligi6 el 
flujo se presenta como inversamente propor­
cional a la secci6n y proporcional al termino 
Lplh1 - h2 , el cual es en realidad la inversa de la 
gradiente de carga negativa. 

Regrese a Ia Seccion 28 y elija otra 
respuesta 

8. 
cuando la diferencia de voltaje se expresa en 
voltios y la resistencia en ohmios, el cociente 

<l>t -</>2 
R 

dara la corriente correcta en amperios. 
Regrese a Ia Seccion 1 y elija otra 

respuesta. 

9. 
6 en terminos de derivadas, 

~=Cd<t>. 
dt dt 

La figura muestra un sistema hidraulico 
analogo electrico. La raz6n de acumulaci6n del 
fluido en el tanque es igual a la raz6n de flujo de 
agua a traves del tubo que abastece. De igual 
manera, la raz6n de acumulaci6n de carga en la 
placa del condensador es igual a la raz6n de flujo 
de carga a traves de la resistencia conectada ala 
placa. Esta raz6n de flujo de carga es por 
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Tan que 

-Tubo-

definici6n la corriente a traves de la resistencia. 
(Recuerde que las unidades de la corriente son 
carga/tiempo- por ejemplo, culombios/ 
segundo). Ademas tenemos 

10. 

de 
1=--, 

dt 

Su respuesta en Ia Seccion 21 es incorrecta. 
La ecuaci6n que desarrollamos para ·el conden­
sador era 

Ae 
C=--· 

Act> 

donde C es la capacitancia, Ae la cantidad de 
carga depositada en el almacenamiento en el 
condensador, y A¢ el aumento en la diferencia de 
voltaje a traves de las placas del condensador, 
observado a medida que la carga Ae se acumula. 
Para el prisma de acuffero utilizado en el desa­
rrollo de. las ecuaciones de aguas subterraneas 
en la Parte V, ttmfamos 

AV=SAAh, 

9.-Con. 
donde I es la corriente a traves de la resistencia, 
y deldt es la rapidez con la cual la carga se 
acumula en el condensador. 

PREGUNTA 

Supongamos que el voltaje en el extremo iz­
quierdo de la resistencia es c/>1, mientras que el 
voltaje en el otro extremo, el cual es esen­
cialmente el voltaje en la placa del condensador, 
es cl>c· Si utilizamos la Ley de Ohm para obtener 
una expresi6n para I, en terminos de voltaje y de 
la ecuaci6n para el condensador para obtener 
una expresi6n para deldt, lCual de las siguientes 
relaciones se obtendra? (R indica la resistencia y 
C la capacitancia). 

Pase a Ia Seccion 

4 

20 

18 

donde AVera el volumen de agua almacenada en 
el prisma, Ah el aumento de carga relacionado 
con esta acumulaci6n en el dep6sito, S el coefi­
ciente de almacenamiento, y A el area base del 
prisma. Esta ecuaci6n puede ser reformulada 
como 

SA= AV 
Ah 

para facilitar su comparaci6n con la ecuaci6n del 
condensador. 

Regrese a Ia Seccion 21 y elija otra 
respuesta. 
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Su repuesta en Ia Seccion 26 es correcta. 
Observe que esta ecuaci6n 

I a¢ 
--= -(J--1 

w·b ax 
es analoga a la ecuaci6n que escribfamos para el 
componente del caudal especffico en la direcci6n 
x, a traves de una secci6n del acuffero de ancho 
w y espesor b; es decir, 

Q ah 
-= -K-· 
w·b ax 

En la practica, el trabajo de la analogfa elec­
trica en estado permanente puede ser llevado a 
cabo construyendo un modelo a escala de un 
acuffero de un material conductivo y aplicando 
las condiciones limites electricas similares a las 
condiciones lfmites hidraulicas que prevalecen 
en el sistema de aguas subterraneas. El voltaje 
se controla en ciertos puntos o a lo largo de cier­
tos limites del modelo, en proporci6n a valores 
de carga en los puntos correspondientes en el 

11. 
acuffero y la corriente podra ser introducidao ex­
trafda en proporciones para valores conocidos 
de flujo de entrada y de salida del acuffero. 
Cuando las condiciones limites se aplican en esta 
forma, los voltajes en varios puntos del modelo 
son proporcionales a las cargas que corres­
ponden a los puntos en el acuffero, y el vector de 
densidad de corriente en varias secciones del 
modelo es proporcional al vector del caudal 
especffico en las secciones correspondientes al 
acuffero. 

PREGUNTA 

Supongamos que se establece un experimento 
analogo de este tipo, y se traza en el modelo una 
linea a lo largo de la cual se tiene un valor cons­
tante en el voltaje. lA cual de las siguientes 
caracterfsticas hidrol6gicas corresponderfa esta 
linea? 

una linea de flujo 
una linea de carga constante 
una linea de descarga uniforme 

Pase a Ia Seccion 

16 
21 
17 

-----------------------12. 
Su respuesta en Ia Seccion 28, 

Q= -KalhA 
P1 

ax2 

es incorrecta. La Ley de Darcy expresa que el 
flujo es igual al producto de la conductividad 
hidniulica, area de secci6n transversal y gra­
diente de carga (negativa). La gradiente de 

Su respuesta en Ia Seccion 21 es incorrecta. 
Hemos visto al tratar la analogfa entre flujo 
electrico en estado permanente y flujo de aguas 
subterraneas en estado permanente, que el 
voltaje es analogo a la carga hidraulica mientras 
que la corriente o rapidez de flujo de descarga es 
analoga a la proporci6n volumetrica del flujo del 
fluido. En la analogfa entre la ecuaci6n del con­
densador y la relaci6n carga-almacenamiento, el 
voltaje aun debe ser analogo a la carga, o con­
densadores no podrian ser usados para 

carga es por definicion una prim era derivada -la 
derivada de carga con respecto a la distancia. La 
respuesta que usted eligi6 incluye una segunda 
derivada. La respuesta correcta debe incluir ya 
sea la primera derivada, o una expresi6n 
equivalente o aproximada a la primera derivada. 

Regrese a Ia Seccion 28 y elija otra 
respuesta. 

13. 
representar el almacenamiento en un modelo 
que incorpore la analogfa del flujo entre las leyes 
de Darcy y Ohm. Similarmente, la carga debe 
representar el volumen del fluido para que la 
rapidez del flujo de descarga (corriente) pueda 
representar la descarga volumetrica del fluido. 
De lo contrario, la analogfa almacenamiento­
capacitancia seria incompatible con la analogfa 
del flujo. 

Regrese a la Seccion 21 y elija otra 
respuesta. 
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14. ~-----------------------
Su respuesta en Ia Seccion 22 es incorrecta. 

Aumentando tanto R como C, como se sugiere 
en la respuesta que usted eligi6, causa el aumen­
to del factor RC en la ecuaci6n 

c/>1 +c/>2+c/>3+c/>4-4cf>o=RCdc/>o. 
dt 

Por otra parte, un aumento en Ten el acuffero 
ocasiona una disminuci6n del factor Sa2/T, en la 
ecuaci6n 

15. 
Su respuesta en Ia Seccion 4 es incorrecta. 

La rapidez de acumulaci6n de carga en la placa 
del condensador debe ser igual a la proporci6n 
neta a la cualla carga es transportada al conden­
sador a traves de las 4 resistencias. Para 
plantear el problema, asumimos que la corriente 
se dirige hacia el condensador en las resistencias 
1 y 3, y que la corriente se aleja del condensador 
en las resistencias 2 y 4 tal como se muestra en 
el diagrama. La corriente hacia el condensador 
en la resistencia 1 se obtiene por la Ley de Ohm 
como 

mientras que la resistencia 3 se obtiene por 

La corriente que se aleja del condensador en la 
resistencia 2 se obtiene por 

Por lo tanto, la tecnica propuesta no se adapta 
para simular el sistema hidrol6gico. 

Observe que la carga y el voltaje son analogos 
y que el aumento en T puede ser simulado por 
disminuci6n en R. 

Regrese a Ia Seccion 22 y elija otra 
respuesta. 

mientras que en la resistencia 4 se obtiene por 

Si ocurre que estas corrientes no estan en 
realidad en las direcciones inicialmente 
asumidas, el valor de la corriente asf computada 
sera negativo; entonces, el uso de estas expre­
siones es algebraicamente correcto, indepen­
dientemente a la veracidad de las suposiciones 
de la direcci6n de la corriente. 

La proporci6n neta de transporte de la carga 
hacia el condensador sera la suma del flujo de 
entrada de las corrientes menos la suma del de 
salida, o 

11 +13-12-14. 

Este termino debera ser igual ala proporci6n de 
acumulaci6n de la carga en la placa del conden­
sador, dtldt, 

~=Cdc/>o. 
dt dt 

Es decir, que debemos tener 

La respuesta correcta a la pregunta de la Sec­
cion 4 puede obtenerse sustituyendo nuestras 
expresiones por 11, 12, 13 y 14, en estas ecuaciones 
y reorganizando el resultado. 

Regrese a Ia Seccion 4 y elija otra respuesta 
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Su respuesta en Ia Secci6n 11 es incorrecta. 
En flujos bidimensionales de estado per­
manente, se puede especificar una funci6n cons­
tante a lo largo de la linea de flujo. Sin embargo, 
esta funci6n- denominada funci6n de la co­
rriente- no es analoga al voltaje (potencial) en la 
teorfa electrica; por lo tanto, una linea de flujo o 
una linea a lo largo de la cualla funci6n de la co­
rriente es constante, no puede corresponder a 

Su respuesta en Ia Seccion 11 es incorrecta. 
Las formas de las leyes de Darcy y Ohm que 
utilizamos para comparaci6n se repiten a con­
tinuaci6n: 

La Ley de Darcy: 

Q 
w·b 

ah -K--, 
ax 

donde Q es la descarga volumetrica del fluido a 
traves de la secci6n de ancho w y espesor b, 
tornado a angulo recto a la direcci6n x; K es la 
conductividad hidraulica, y ah/ ax es la derivada 
de la carga en la direcci6n x. 

La ley de Ohm: 

I a¢ 
-(J--, 

w·b ax 

Su respuesta en Ia Seccion 9 es incorrecta. 
La pregunta se refiere a un condensador conec­
tado a una resistencia. La idea es igualar la 
raz6n de acumulaci6n de carga en la placa del 
condensador ala rapidez con la cualla carga se 
lleva al condensador a traves de la resisten­
cia-es decir, a la corriente a traves de la 
resistencia. La rapidez con que la carga se 
acumula en la placa del condensador se obtiene 
por la ecuaci6n del condensador como 

16. 
un equipotencial,o linea a lo largo de la cual el 
voltaje es constante. Al desarrollar la analogfa 
entre el flujo de la electricidad y el flujo del 
fluido a traves de un medio poroso, insistimos en 
que el voltaje es analogo a la carga; la corriente 
es analoga a la descarga del flufdo; y la conduc­
tividad electrica es analoga a la conductividad 
hidraulica. 

Regrese a Ia Secci6n 11 elija otra respuesta. 

17. 
donde I es la corriente a traves de la secci6n de 
ancho w y espesor b, tomada a angulo recto ala 
direcci6n x; a es la conductividad electrica, y 
a¢/ax es la derivada del voltaje o potencial en la 
direcci6n x. 

Una comparaci6n de estas ecuaciones muestra 
que el voltaje, o potencial ¢, ocupa una posicion 
en la teoria electrica exactamente paralela ala 
carga h, en la teorfa del flujo de las aguas 
subterraneas. La corriente, I, es analoga a la 
descarga, Q; mientras que, a, la conductividad 
electrica es analoga a la conductividad 
hidraulica, K. E stas posiciones paralelas de ben 
ser tomadas en cuenta para responder la 
pregunta de la Secci6n 11. 

Regrese a Ia Seccion 11 y elija otra 
respuesta. 

18. 
~=Cdc/>o. 

dt dt 
La corriente a traves de la resistencia, o la 

rapidez con que la carga fluye a traves de la 
resistencia se obtiene por la Ley de Ohm como 

1 I =~cP1 -c/>c)• 
R 

Regrese a Ia Seccion 9 y elija otra 
respuesta. 
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19. 
Su respuesta en la Seccion 1 es incorrecta. 

La Ley de Ohm se obtiene por 

SiR esta en ohmios y la diferencia (jJl-(jJ2 esta en 

20. 
Su respuesta en la Seccion 9, 

R((jJo-(jJt)=C d(j)c , 
dt 

es incorrecta. La raz6n de acumulaci6n de la 
carga en el condensador, deldt , es igual a C 
(d(j)cldt) , y esta parte de su respuesta es correcta. 
Sin embargo, el prop6sito es igualar esta pro­
porci6n de acumulaci6n de carga en el con den­
sador a la rapidez de transporte de la carga 
bacia el condensador, a traves de la resisten-

21. 
Su respuesta en la Seccion 11 es correcta. 

La lfnea de voltaje constante, o lfnea equipoten­
cial,es analoga ala lfnea de carga constante.en la 
hidraulica de aguas subterraneas. 

La analogfa entre la Ley de Darcy y la Ley de 
Ohm constituye la base para usar el modelaje de 
la analogfa electrica de estado permanente. En 
los ultimos afios, el modelaje de flujo de no­
equilibrio ha llegado a ser cada vez mas impor­
tante y tal como la Ley de Darcy es inadecuada 
para describir flujo de no-equilibrio de· aguas 
subterraneas, su analogfa con la Ley de OQ.m es 
en sf misma una base inapropiada para el 
modelaje de no-equilibrio. La teorfa del flujo de 
no-equilibrio se basa en la combinaci6n de la Ley 
de Darcy con la ecuaci6n de almacenamiento,por 
medio de la ecuaci6n de continuidad. Para ex­
tender el modelaje analogo a esos de flujo de no­
equilibrio, requerimos ecuaciones electricas 
analogas a las ecuaciones de almacenamiento y 
continuidad. · 

La analogfa del almacenamiento de aguas 
subterraneas se representa por un elemento 

voltios, la corriente, I, estara en amperios. En el 
ejemplo presentado, (jJc(jJ2 era de 5 voltios y R 
era de 500 ohmios. Sustituya estos valores en la 
ecuaci6n para obtener la cantidad de corriente a 
traves de la resistencia. 

Regrese a la Seccion 1 y elija otra 
respuesta. 

cia-es decir, a la corriente a traves de la 
resistencia. Esta corriente se debe expresar en 
terminos de resistencia y voltaje utilizando la 
Ley de Ohm; esto es lo que no se hizo correc­
tamente en la respuesta que eligi6. La Ley de 
Ohm expresa que la corriente a traves de una 
resistencia es igual a la disminuci6n del voltaje a 
traves de la resistencia dividida por el valor de la 
resistencia en ohmios. 

Regrese a la Seccion 9 y elija otra 
respuesta. 

~lectrico conocido como un condensador. El con­
densador es esencialmente un tanque de 
almacenamiento de carga electrica; en el 
diagrama de circuitos se indica con el sfmbolo 
mostrado en la Fig.A. Como el sfmbolo mismo 
sugiere, los condensadores pueden ser construi­
dos insertando dos placas paralelas de material 
conductor dentro del circuito, como se muestra 
en la figura B. Cuando se cierra el circuito, la 
carga positiva fluye de la baterfa a la placa 
superior y se acumula de una manera analoga a 
la acumulaci6n de agua en el tanque. Al mismo 
tiempo, la carga positiva es extrafda de la placa 
interior, dejandola con una carga negativa. La 
Figura C muestra un circuito hidraulico analogo 
a este simple circuito del condensador; cuando 
se abre la valvula, la bomba expulsa agua al tan­
que de la izquierda, drenando el tanque de la 
derecha. Si este ultimo se conecta a una fuente 
continua de agua, como se muestra en la Figura 
D, tanto el volumen de agua como el nivel de 
agua en el tanque de la derecha permaneceran 
esencialmente constantes, mientras que el agua 
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Condensador _ .< 7 

placas -""'----~____.., 

Tanques 
I \ 

Abastecimiento 
ilimitado 
de agua 

Abasteci­
miento ili-

1111 · mitado de 
carga 

Con.-21. 
continuara acumulandose en el tanque de la 
derecha, mientras la bomba opere. El ordena­
miento electrico analogo se muestra en la figura 
E; aquf el sfmbolo adicional mostrado, 
adyacente a la placa inferior, indica que esta 
placa ha sido conectada a tierra; es decir, conec­
tada a una masa extensa de metal enterrada, 
que en realidad constituye una reserva ilimitada 
de carga. En esta· situaci6n, la cantidad de carga 
en la placa inferior permanece basicamente 
constante, como lo hace el voltaje en esta placa, 
pero la baterfa aun produce carga positiva para 
acumular en la placa superior. El voltaje en la 
placa inferior es analogo al nivel de agua en el 
tanque de la derecha, el cual se mantiene cons­
tante por el abastecimiento ilimitado de agua. 

En un circuito, tal como el que se muestra en 
la figura E, es comun designar el voltaje cons­
tante de la placa de tierra como cero. Esto se 
hace en forma arbitraria. Es equivalente, por 
ejemplo, atribuirle una carga cero al nivel cons­
tante de agua en el tanque de la derecha en la 
Figura D. Con el voltaje de la placa de tierra 
igual a cero, la diferencia de voltaje, entre las 
placas llega a ser simplemente el voltaje ¢, 
medido en la placa superior. En el circuito de la 
Figura E, este voltaje es igual al voltaje pro­
ducido por la baterfa. 

Supongamos que se realiza un experimento en 
el cual la baterfa de la figura E es reemplazada 
por baterfas de mas alto voltaj~. Para cada paso, 
la carga en la placa positiva se mide despues que 
el circuito ha alcanzado equilibrio. El resultado 
mostrara · que cuando se aumenta el voltaje 
aplicado, la carga que se acumula en la placa 
positiva aumentara en proporci6n directa. Si se 
construye un grafico de los datos experimen­
tales entre la carga acumulada en la placa 
positiva f, y el voltaje en cada paso, el resultado 
sera una lfnea recta como se muestra en la 
figura. La pendiente de esta linea, ~fl~c/>, se 
denomina la capacitancia del condensador y se 
designa como C; es decir, 

o simplemente 

c- ~f c- dE 
- ~c/>' - d¢' 

C=_!_. 
c/> 
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21. -Con·.-----------

V oltaje en la placa del 
condensador 

La capacitancia se mide en faradios, o mas 
comunmente en microfaradios; un faradio es 
igual a un culombio por voltio. 

Estas ecuaciones sirven para definir Ia 
operaci6n de un condensador y proporcionan Ia 
analogfa requerida para Ia ecuaci6n de 
almacenamiento de las aguas subterraneas. Se 
debe recordar que Ia relaci6n entre el volumen 
en almacenamiento y Ia carga puede escribirse 

.dV=S·A·.dh, 

22. 
Su respuesta en Ia seccion 4, 

C dc/>o 
c/>1 + c/>2 + c/>J + c/>4- 4c/>o = R --, 

dt 
es correcta. En la Parte VIII, obtuvimos una 
aproximaci6n en diferencias finita a la ecuaci6n 
diferencial para flujo de aguas subterraneas 
bidimensional no permanente 

a2h a2h s ah 
--+--=---· 
ax2 ay2 T at 

Esta aproximaci6n puede escribirse 

h 1 +h2+h3+h4-4ho S .dho __ , 
a2 T .dt 

6 

donde .d V es el volumen de agua introducido o 
extraido del almacenamiento de un prisma del 
acuifero de area de base A, cuando la cargfl, cam­
bia por una cantidad .dh. 

PREGUNTA 

lCual de las siguientes expresiones describe 
correctamente la analogfa entre Ia ecuaci6n del 
condensador y la relaci6n almacenamiento­
carga en aguas subterraneas? 

Pase a Ia Secci6n 

La carga electrica es igual a la carga 
hidraulica,voltaje analogo al volumen de 
agua, y capacitancia, C, analoga al factor 
SA. 13 

La carga electrica es analoga al volumen 
del agua, el voltaje es analogo a Ia carga 
hydraulica, y Ia capacitancia, C, es 
analoga al factor SA. 9 

La carga electrica es analoga al volumen 
de agua, el voltaje es analogo a la carga 
hydraulica, y la capacitancia, C, es 
analoga al factor 

1 10 

SA 

y 
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donde ho, h1, h2, h3, y h4 representan los valores 
de carga en los nodos de una red tal como la que 
se muestra en el grafico; a es el espaciamiento 
nodal, S es el coeficiente de almacenamiento, T 
es la transmisibilidad.y fl.hol fl.t representa la pro­
porci6n de cambio de la carga en el punto cen­
tral. La ecuaci6n del circuito que acabamos de 
obtener es directamente analoga a la forma 
diferencial finita de la ecuaci6n de las aguas 
subterraneas, excepto por el uso de la notaci6n 
de la derivada de tiempo dcPoldt en vez de la for­
ma diferencial finita fl.hol fl.t. En otras palabras, 
el circuito compuesto de cuatro resistencias y el 
condensador, se com porta en aproximadamente 
la misma forma como el prisma del acuifero con­
finado, el cual fue utilizado en el desarrollo de 
las ecuaci6nes de aguas subterraneas. Por con­
siguiente una red compuesta de circuitos de este 
tipo, tales como los mostrados en la figura se 
deben comportar 

I 

G 

G indica descarga a tierra 

en la misma forma que un acuifero bidimen­
sional confinado de geometria similar. El com­
portamiento de no-equilibrio de tales acuiferos 
podria ser estudiado construyendo un modelo 
del acuifero, que constituya de en una red de 
este tipo; condiciones limites electricas similares 
a las condiciones limites hidraulicas observadas 
se imponen en el modelo, y el voltaje se controla 
en varios puntos de la red en funci6n del tiempo. 

Con.-22. 
Las lecturas del voltaje constituyen, en efecto, 
una soluci6n diferencial finita a la ecuaci6n 
diferencial describiendo la carga en el acuifero. 
La escala de tiempo de estos modelos es muy 
diferente a la utilizada en regimen hidraulico. 
Una practica comun es utilizar una escala de 
tiempo corta, en la cual meros milisegundos del 
modelo representan meses en el sistema 

· hidrol6gico. Cuando se emplea este rango de 
escalas de tiempo, las excitaciones electricas, o 
condiciones limites se aplican repetidamente a 
cierta frecuencia, y la respuesta del sistema se 
controla utilizando osciloscopios. Esta frecuen­
cia de cada osciloscopio se sincroniza con la fre­
cuencia de repetici6n de los aportes de las condi­
ciones limites, asi que los trazos de los 
osciloscopios representan una0 curva de voltaje, 
o de carga versus tiempo, en el pun to de la red 
en el cual el instrumento ha sido conectado. 

PREGUNTA 

Supongamos que modelamos un acuifero en el 
cual la transmisividad varia de un area a otra, 
mientras que el coeficiente de almacenamiento 
permanece esencialmente constante a traves del 
acuifero. lCual de los siguientes procedimientos 
consideraria un metodo aceptable de simulaci6n 
de estas condiciones en una red analoga de 
resistencia-capacitancia? 

Pase a Ia Seeei6n 

Construir una red usando valores 
uniformes de resistencia y capacitancia, 
pero aplicada proporcionalmente a 
voltajes altos en areas con alta 
transmisividad. 2 

Construir una red en la cualla resistencia y 
la capacitancia son ambas aumentadas 
en proporci6n al aumento local en la 
transmisividad. 14 

Construir una red en la cual la resistencia 
varia inversamente con la 
transmisividad a ser simulada, mientras 
que la capacitancia se mantiene con un 
valor uniforme a traves de la red. 5 
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23. 

Su respuesta en Ia Seccion 26, 

I o(j> 
-(]--, 

w·l az 

es incorrecta. La respuesta que escogi6 expresa 
en realidad, el componente de densidad de la· co­
rriente en la direcci6n z. w ·l es un area tomada 
normal a la direcci6n z. Si I representa la co­
rriente a traves de esta area, Ilw·l dara el com­
ponente de la densidad de la corriente en la 

24. 

Su respuesta en Ia Secci6n 6 es incorrect~. 
La Ley de Ohm se present6 en la Secci6n 1 como 

1 I =.!:...{(j> l -(j>z), 
R 

donde (j>~-(j>z es la diferencia de voltaje a traves 
de una resistencia.R, y I es la corriente a traves 
de la resistencia. En la Secci6n 6 se .present6la 
expresi6n 

L R=ee·-
A 

25. 
Su respuesta en Ia Seccion 26, 

I · o(j> 
--= -(J--1 

w·l ay 

es incorrecta. El componente de la densidad de 
la corriente en una direcci6n particular se define 
como la carga a traves de un area normal a esa 
direcci6n, en una unidad de tiempo. Aquf nos in­
teresa el componente de la densidad de la co­
rriente en direcci6n x; por lo tanto, debemos usar 
el area en angulo recto ala direcci6n X: En su 

direcci6n z y esto debera ser igual a - u 
multiplicado por la derivada direccional del 
voltaje en la direcci6n z, o(j>/oz. Sin embargo, la 
pregunta pedfa el componente de la densidad de 
la corriente en la direcc6n x; yen efecto, el pro­
blema expresa que el flujo de la corriente era de 
dos dimensiones confinado al plano x, y. Esto 
implica que el componente de la corriente en la 
direcci6n vertical es cero, y que o(j>/oz es tambien 
cero. 

Regrese a Ia Seccion 26 y elija otra 
respuesta. 

para la resistencia, donde ee es la resistividad 
electrica del material del cual la resistencia se 
compone; L es la longitud de la resistencia, y A 
es el area de secci6n transversal. E sta expresi6n 
para la resistencia deberia ser sustituida en la 
forma de la Ley de Ohm presentada anterior­
mente para obtener la respuesta correcta. 

Regrese a Ia Secci6n 6 y elija otra 
r,~spuesta. 

respuesta,el area es w ·l, normal ala direcci6n z. 
N uevamente, el componente de la densidad de la 
corriente en una direcci6n particular es propor­
cional a la derivada direccional del voltaje en esa 
direcci6n. Debido a que estamos tratando con el 
componente de la densidad de la corriente en la 
direcci6n x, requerimos la derivada del voltaje 
en la direcci6n x. La respuesta que escogi6 usa, 
sin embargo, la derivada del voltaje con respecto 
ay. 

Regrese a Ia Secci6n 26 y elija otra 
respuesta. 
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Su respuesta en Ia Seccion 28 es correcta. 
El termino 

es equivalente al valor negativo del gradiente de 
carga, - a hi ax, asf que la formulaci6n de la Ley 
de Darcy es equivalente a aquellas estudiadas 
previamente. Ahora, comparemos esta forma de 
la Ley de Darcy con la Ley de Ohm. Nuestra ex­
presion para la Ley de Darcy era 

Nuestra expresi6n para la Ley de Ohm enter­
minos de conductividad electrica fue 

I =a· ¢ 1 -</>2 ·A. 
L 

En terminos de resistividad electrica, obtuvimos 

I=_!_· <l>t -¢2. A. 
e L 

En esta forma, las cantidades amilogas son 
facilmente identificadas. El voltaje reemplaza a 
la carga, la corriente reemplaza el caudal del 
fluido y como se indic6 en la secci6n anterior, a, 
6 1/ p, reemplaza la conductividad hidraulica. 
Ademas, indicamos que debido a que la corriente 
se define como la rapidez de movimiento de 
carga electrica a traves de un plano, mientras 
que la descarga del fluido es la rapidez de 
transporte de volumen de fluido a traves de 
alglin plano, la ca~ga electrica puede ser con­
siderada analoga al volumen del fluido. 

En la Parte II, observamos que la Ley de Dar­
cy puede escribirse de una forma ligeramente 
diferente 

26. 
y 

qz =__9_:__= -K_!!!_ 1 

A az 

donde, qx es el componente del vector caudal 
especffico en la direcci6n x, o de la descarga a 
traves de un area a angulo recto al eje de las x; qy 
es el componente del vector caudal especffico en 
la direcci6n y, y qz es el componente en la direc­
ci6n z. Los tres componentes se suman vec­
torialmente para obtener la resultante del 
caudal especffico. ahlax, ahlay, y ah/az son las 
derivadas direccionales de carga en la direc­
ciones x, y, y z; y K es la conductividad 
hidraulica, que se asume igual en cualquier 
direcci6n. Podemos, similarmente, escribir una 
forma mas general de la Ley de Ohm, 
reemplazando el termino </>1- <t>iL por las 
derivadas de voltaje con respecto ala distancia,y 
considerar componentes de la densidad de la 
corriente o corriente por unidad de area en las 
tres dirrecciones espaciales. Esto da 

(~k 
a¢ 1 a¢ 

-a--= ----
ax Qe ax 

(~k 
a¢ 1 a¢ 

-a--= ----
ay Qe ay 

(~k 
a¢ 1 a¢ 

-a--= ----· 
az Qe az 

Aquf (1/A)x es la corriente a traves de una 
unidad de area orientada a un angulo recto del 
eje x, (IIA)y es la corriente a traves del area 
perpendicular al eje y y (I/A)z, es la corriente a 
traves del area perpendicular al eje z. Estos ter­
minos forman el componente del vector den­
sidad de corriente. a¢/ ax, a¢1 ay' y a¢1 az son las 
gradientes del voltaje, en unidades de 
voltios/distancia, en las tres direcciones. Estas 
tres expresiones representan simplemente una 
generalizaci6n de las tres dimensiones de la 
ecuaci6n presentada en la Secci6n 1 como la Ley 
de Ohm. 
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26.-Con. 
PREGUNTA 

El grafico muestra un rectangulo en una 
lamina conductora en la cual existe un flujo 
bidimensional de electricidad. El flujo ocurre en 
el plano de la lamina; es decir, el plano x, y; el 
espesor de la lamina es b y sus dimensiones son l 
y w. lCual de las siguientes expresiones produce 
la magnitud del componente de la densidad de 
corriente en la direcci6n x? 

Pase a la Seccion 

I a¢ -a-- 11 
w·b ax 

I a¢ -a-- 25 
w·l ay 

I a¢ -a-- 23 
w·l az 

(I representa la corriente a traves del area 
utilizada en la ecuaci6n, w · b 6 w ·l). 

27. 
Su respuesta en Ia Seccion 4 es incorrecta. 

La idea importante aqui es que la raz6n de 
acumulaci6n de carga en el condensador debe 
ser igual al flujo neto de entrada menos el flujo 
de salida de la carga a traves de las 4 resisten­
cias. La entrada de carga a traves de la resisten­
cia 1 es la corriente a traves de esa resistencia y 
se obtiene en la Ley de Ohm como 

El flujo de salida a traves de la resistencia 2 se 
obtiene de una manera similar 

El flujo de entrada en la resistencia 3 es 

z 

T 
c 
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mientras que el flujo de salida de la resistencia 4 
es 

El flujo neto de entrada menos el de salida de 
carga al condensador es 

11+13-12-14, 

el cual debe ser igual a la raz6n de acumulaci6n 
de carga en el condensador, dEidt; es decir, 

Su respuesta en Ia Seccion 6 es correcta. 
Conductividad electrica o 1/resistividad es el 
equivalente electrico a la conductividad 
hidraulica. En terminos de conductividad elec­
trica, la Ley de Ohm para el problema de la Sec­
cion 6 llega a ser 

donde a es la conductividad electrica. 

Con.-27. 
De acuerdo a la ecuacwn del condensador, 

dEidt se obtiene por 

~=Cd¢o. 
dt dt 

. La respuesta a la pregunta de la Secci6n 4 
puede ser obtenida substituyendo las expre­
siones apropiadas para 11 1z, 13, 14, y dEidt en la 
relaci6n 

y reordenando el resultado. 
Regrese a Ia Seccion 4 y elija otra respuesta. 

28. 
La analogfa entre la Ley de Darcy y la Ley de 

Ohm se concibe facilmente si consideramos el 
flujo de agua a traves de un tubo lleno de arena, 
de longitud Lp y Secci6n Ap) como se muestra en 
la figura. La carga en el extremo de entrada de 
flujo en el tubo es h1, mientras que el otro ex­
tremo, que es el de salida, tiene una carga h2. La 
conductividad hidraulica de la arena es K. 

PREGUNTA 

l Cual de las siguientes expresiones se obtiene 
al aplicar la Ley de Darcy a este flujo? (Q 
representa la descarga a traves del tubo). 

Q= -K· azh ·Ap 
ax2 

Q=K· h1-h2 ·Ap 
Lp 

Q- K . Lp ------
Ap h1 -hz 

Pase a Ia Seccion 

12 

26 

7 
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